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CAPITULO XII 

JNTEGRACION DE FORMAS. 
ELEMENTALES ORDINARIAS 



1* REGLAS PRINCIPALES PARA LA INTEGRACION: 



1) Si F* (x) = fix), entonoes: J I ?(x)dx = F(x) + C. d6nde C = oonstan, 
te arbltraria. 

2) Cx)dx * k f (x)dx, K es oonstante . 

3) ■ J fr iCx)± f 2 (x)]dx = J'f l (k)dx ± J f a (x)dx 

4) Si ^f(x)dx = Fix) + C, u = <j> (x) , se gien e: 

Jf (u)<3u=|fIu) + C 

En particular: ff (, ax + b)dx = i F(ax + b) + C, a 0 

2 a TABLA DE INTEGRATES 1NMEDIATAS: . : 

1) J tdx + dy - <3z) = ^"dx + ^ 



ionario.net 



2) 


J adx = a J dx 


3) 


^ dx * 


x + c 


4) 


n+1 

x & = TTTT +c * 


(ctonde 


: n ^ 


! ’ * / 1 ,)■ ‘L '/ 'V J 

- 1) 


5) 


r i n v + p 


6) 


a x dx 


X 

= “ + C (a > 0) 


I X 

, ** , s >%? 


in a + ^ 

h f ;;; ^ X • 


7) 


e X dx = e X + C 


8) 


j' sen x 


dx = - cos x + C 


9) 


^ cos x dx = sen x + C 


10) 


j" sec^ 


dx = tg x + C 


ID 


j' csc 2 x dx = - ctg x + C 


12) 


j sec x 


tg x dx = sec x + C 


13) 


j esc x ctgxdx = - esc x 


+ C 






14) 


J tg x dx = - In cos x 


+ C * 


In sec 


x + C 


15) 


J ctg x dx = In sen x + C 








s 








16) 


j sec x dx = In (sec x + tg x) + C 


• . •. 


17) 


J esc x dx = In (esc x - 


- ctg x) 


+ C 


'<V ** 



,18) 



19) 



20 ) 



f — — = arctg ^ + C, a ^ 0 

J x 2 + a 2 a a 

f — — — = ln(-— - 

I 2 2 2a x + 

J x - a 

a + x ) + C, x 2 < a 2 , a ^ 0 



) + C, a. / 0, x 2 > a 2 

a 



/ 



dx _ 1 f 

2 2 ~ 2a v a - x 



21 ) 



f dx 

J /*rr 



i*j|* 



_ arc sen — + C = - arcoos — + C (a > 0) 

~ - a a 

i 1 * ‘44? e,v “ v 



22) f 1n(x + v4 2 ± a 2 ) + c 

J /x 2 +~af 

23) J' / a 2 - x 2 dx = y /a 2 - x 2 + J 

j 

24) /y^T7 dx ■ y i/x 2 ± a 2 * ± -j* ln(x + /x 2 ± a 2 ) + C 



arc sen 



Grupo 1: Verificar las slguientes integraciones : 

1) J x k dx » -jp + C 



r n J** 1 

Puesto guej x dx = — • + C 



n + 1 



/* 



*, 4+1 

dx x 



4 + 1 



+ C 



2 ) 






, - 2+1 
_ 2 v 

x dx — — • + C 

-2 + 1 



3) J X* dx = + C. An^logo al anterior. 



?/■ 



dx 

7r 



= 2 /x + C 



■ /*- 



dx * 



- 1 / 2+1 

X 

~ T+ 1 



■+ C 






5) I _^L = 4-x 2 ^ + C. AnSlogo al anterior. 

Vx T 



6) ( 3ay 2 dy = ay 3 + C = 3a j y 2 dy = 3a 



’•/ 

7 ) r ** . 

J fc 2 



/> 



V 2 * 1 

j— + C. 
2+1 



— + C. An^logo al ejer. N* 2. 
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D* |* 



8) 



/ 



/ax dx = +c 



= /a J /sc dx = /a J" x^ 2 djc = y /a” . x^ 2 = |x /ax + 



91 /' 



dx 

/ST 



/2x .+ C. An£logo al ejer. N-* 4 



10 ) 



J^VSt dt = jp C3t) + C. Andlogo al ejerc. N* 4 



11) 


J lx* - 


2x* + 


5 /x 


- 3)dx = y x 5 ^ 2 -|x*+ i§-x* 


- 3x + ,C 




= fx* 


& 

1 

K> 


J x 2|s 


dx+5 / /x dx - 3 y dx 






sk 




5/3 


‘ „ 3 / 2 






= X 


- 2 * 


X 


+ 5 — — - 3x + C. 






5/2 




5/3 


■ 3/2 




12) 


OJ 

x * 

<*3* 


- 2 /x* 
x 


/ 

dx = 


2x 2 - 4 /ST + C = y x _1 (4x 2 - 


2x*)dx 



= j (4x - 2x" 1 ^ )dx = 4 j xdx - 2 x"' 1 ^ 2 dx ■ 

13) /(•; ijldx - ■ f-T 6 *-J’- 

■ i I*’*- 2 {-f ' i 

14) /x (3x - 



2x 2 -4x 1/2 + G 



dx 



T* 3 + I + c 



1/2 



2)dx = y X s12 - y x* + C = x "’ C3x - 2)dx = 



3 J> - 2 J^X 1 ' 2 dx = -| x^ - y x* +C 
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15) — — )dx = y x 3 - 6x + 5 In x + C 
Efectuando la divisidn se tiene: 

J" (x 2 - 6 + y- ) dx = J x 2 dx - 6 J* dx + 5 -J~ =-y 

16) j/a + bxjdx ’■*. -yg- (a + bx) + C. 

Sea: U ^ a + bx, por consiguiente : dx 

**• "/°*® = E / ul/2du = i- u3,2+c = 3B- (a 

17) C . dy - J .. /a EM. . + c 

. J /a - by “ 

Sea- U = a - by . \ - -yy = dy 

- /to - by)-* dy . / u -« ! I- £) . - * /„-“ au * 

18) y (a + bt) 2 dt = - — - — + C. Andlogo al ejer. 

19) J x(2 + x 2 ) 2 dx = - v2 g — — + C, haciendo u = 2 + x 

20) J y {a - by 2 )dy = - — + C, hacer u = a - 

21) t /2t 2 + 3 dt = L2t \+~ — 2 + C, haceit: u = 2t 2 

22) J*" x(2x + 1) 2 dx = x 1 * + jx 3 + y+C = J x(4x 



- 6x +51nx + C 
+ bx) ^ 2 + C 

- 2(a -b y)l 2 ; c 

N a 16 

2 , etc. 
by 2 , etc. 

+ 3, etc. 

1 +■ 4x + l)dx * 
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= J Ax 3 dx + 4 J x 2 dx + j xdx = x^+jx^+y+C 



23 ) 



( 4x 2 dx 8 /x 3 + 8 



( 4x 

J & 



+ c 



+ 8 



Sea: u = x 3 + 8, de donde: -=j- = x 2 dx, en la integral se tiene: 

du/3 _ A ( du _ 4 ( "-Mi du = 4 ^ 1)2 + c = 8 ^ + 8 ) 1,2 -k; 



24) 



= 4 f =^4 f*L = 4 r- 

J u J ' 2 T J u 1 ' 2 3 > 



/ 



6zdz 



- + C 



(5 - 3z 2 ) 2 5 - 3z 2 

Sea: u = 5 - 3z 2 du = - 6zdz 



25) 



= l _ = _ r u - 2 du = . jl ! 

; u 2 ^ -i 

/( /a* - /x). 



+ C 



5 - 3z 2 



+ C 



dx = ax - 



4x /ax 



3 + 2 + C 



26) 



J{a - 2 ^+ x) dx = Jadx - 2 JJ&xdx + ^xdx 

a ^ dx - 2 /a dx + ^ xdx = ax — /a. x + ^ x 2 + C 

feaWx^ = _ 2C , / a- 

J /I 3 

'l 



7 . . 



Sea: u « /a - /3c — ► - 2du = — — dx 



= u 2 (- 2du) = -2 j u 2 du = - j u 3 + C = - j ( /a - /x) 3 + C 

27) f/x ( /a - /x) : 



, 3/2 , 

,2 j~ — 2ax 2 



dx - 



x /a* + 



2 x 



5/2 



+ C 



: J x^ (a - 2 /a? /x + x)dx = a J x^ 2 dx-2/a J x dx + J x 312 dx 



2 3/2 _ 2 2 5/2 r 
= j ax - x + ^ x + C 



28) 



f t 3 dt _ / a 1 * + t 1 * 

J 2 



+ C 



Sea 



k i* . du _ 3 
: u = a + t “E c . 



dt 



r -1/2 du 1 ( - 1 / 2 , _ 1 ~ _ 1 i.W 4-S 1 ^ 2 a. n 

— I u / ^ " j I u du 2 u C 2 Cs t ) C 



29) 



30) 



31) 



f dy 

J (a +by 



(a + by ) ' 
xdx 



f— 

J (a + 

r — 

J { a + 



bx 2 ) ' 



dt 



2b (a + by) : 



4b (a + bx 2 ) ; 



+ C. An£logo al ejer. N a 24 



+ C. An^logo al ejer. N A 24 



bt 3 ) : 



3b (a + bt 3 ) 



+ C An£logo al ejer.. N a 24 



/ 



32) / zCa + bz 3 ) 2 dz = 



+ C 



J z(a 2 + 2abz 3 + b 2 z 6 )dz = a 2 J zdz + 2ab J z 4 dz + b 2 J z 7 dz 



l^L 2 + Jabz. 5 + bV + c 



33) 






3/2 



. , n , 2 (a + bx ) . ^ 

a + bx dx = 3^5 + C 



Sea: u = a + bx n -+• du = bnx 11 3 dx 
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f u 1/2 du 1 f ,b , 2 3/2 2 , , , n, 3,2 . _ 

• J u bT = b^j u ^ = 55 - u +C= 1S (a + bx) +c 



. (2x + 3)dx /— s , 

34 ) / — - s 2 /x + 3x + C, hacer: u = x 2 + 3x, etc. 

/ x 2 + 3x 



35) ^ + Ddx 2 /x 3 + 3x + 



/x 3 + 3x 3 

Sea: u = x 3 + 3x du = C3x 2 + 3) dx -> (x 2 + l)dx 

( du /3 - 1 C -1/2 - 2 1/2 2 , 3 , ,1/2 ^ * 

I ' 1/2 “ T J u du = yU + C a J (x + 3x) + c 

36) J sen 2 x cos x^x = + C ; ; u = sen x -► du = cos x dx 

J u 2 du = i 3 + c = tsen x) 3 = sen 3 x + c . 

37) { il±i"xL d?k (2 +a . toxL a +c 

Sea: u=2 + lnx-du = — 

X 

Jvdu = -if* + c = C2 , ^ , ln j c ). 2 + c 

38) f sen ax oos ax dx = + C 

J 2a 

Sea: u = sen ax de donde: = oos ax dx 

* cl 

f - 2i" u 2 + C = -^j-Csen ax) J + C = ^- sen 2 ax + C 



8 



39) J" sen 2x oos 2 2x dx = - 3 + c 



Solucidn . * 

Haciendo la siguiente sustitucidn: 

oos 2x = v + dv = -2 sen 2x dx, en la integral se tiene: 



2 dv = 1 v 3 + c= r_ggs !2 x_ +c 



f 2 , dv ' if 
; V (—) = - T J v 

40) jf tg j sec 2 dx = tg 2 j + C 



2 3 



Soluo'idn . 

Sea: u = tg y 

Se tiene: 



du = sec 2 j ( j )dx 2du ® sec 2 



= 2 



j. udu = 



2 jy + C = tg 2 -j .+ C 



^ / oos ax dx 2 /b t sen ax + c 

J Sh + seriax a 



Soluczdn. 



du 



u = b + sen ax ■+ du = a oos ax -t — r~ = oos axdx 

a ; 



= /( b + 



sen ax)” 1 * 2 oos axdx 

(b + sen ax) ^ + C 
a 



- r /• 



1/2 du = iu 1,2 + C 



42) 



f ( sec x \ 
i * 1 + tg x' 



dx 

tg x ; 1 + tg x 



+ C 



Solua'tdn. 



= ( se ? - dx = fil + tg x) 2 d(l + tg x) = 

J (1 + tg x) 2 



9 



MX 



= - (1 + tg x)~ + C = - 



1 + tg x 



43 ) 



C dx In (2 + 3x) . _ 

J 2 + 3x 3 L 



Solueidn , 



du 



Sea: u = 2 + 3x -> = dx, reerrplazando en la integral se tiene: 

/fr = j /nr = + c = 7 ln ^ 2 + 3x > +• c 

45) j tdt _ In (a + bt 2 ) 



a + bt 2 ® 

Solueidn . 

Sea: v = a + bt 2 



+ C 



dv 



2^ = tdt, reenplazando en la integral se tiene 
/ 2Ev = w f^t = lnv + c = ^* ln{a + btJ) + c 



46) f-*L* JL dx = 

j X 2 + 3x J X 2 + ; 

f-Ll 

J y 2 + 



3x) 



3x 



= InCx 2 + 3x) + C 



47) 



L dy = + 4 rf- + c 

4y Z 



Solueidn . 

Multiplicando y dividiendo por 2 se obtiene una integral directa : 



' 2 / ? * 4* ay ■ I / a yiy ' r ta<y! + * c 
M 

J a + 



I e 0 d 9 ln(a + b e 9 ) 

1 1 imr? • — f - — 

Solueidn : 



+ C 



Multiplicando y dividiendo por b se obtiene una integral directa : 



10 
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. 1 f b e® d0 _ 1 f d(a + b e®) 1 

' f J ~~7j = -F / ~ — -j ~ - t 10(3 + b e 1 

J a+oe 7 a+be 



+ C 



49) f S&LJL&L = f d b ~ 005 x) , = toa _ ^ + c 

J 1 - 006X J 1 - CCS X V ^ 



50) / ff^g y = r ^ + b tg y) + C 
Solueidn > 



db 



Sea: u = 1 + b tg y — t> -g- =» sec ydy, rearplazando en la inte 

gral se tiene: 



-/■£•- T = E + c = 1 mU +btg *> + c 



51) 



r 2x + 

7 x + 



dx = 2x-ln(x+2)+C 



Solueidn. 

Por division de polincmios se tiene; 



52) 



2x + 3 
x + 2 


dx = J 


= 2x - 


ln(x + 2) 


x 2 + 2 


x 2 


x + 1 


dx = T 



Solueidn 
x 2 + 2 



x + 1 



= x — 1 + 



— y , reenplazando en la integral se tiene; 



= / (x “ 1+ TTT )dx " /**“ /^ + 3 /itT = 



x 2 /2 -x+31n(x + l) + C 



11 



531 /irA' 3 * - T ♦ 5 lnl f * 31 * c 

* Soluc<6n : 



x + 4 1 5/2 , „ , , , 

~ 2x + 3 = 1 ^ 2x + 3 * reerr Pl azan< ^° en la integral se tiene: 

J { t + ~2(2x^+ 3) )dx = 4 / dx+ f J^+— = T + t ln (2x+3) ^ 

— ^ « 

f e 2s ds 1 , , 2S ,, \ 

54) | “ -s- 1n(e + 1) + C C 

J e 2 Sf 1 

Solucidn : 

Multiplicando y dividiendo por 2 se do tiene una integral dixecta : 

= 4 [J£±*L . lf* 1eL m +l) = i ln(e 2 s + l ) + c 

2 J e 2s + 1 2 Je 2s + 1 2 



55) ( ae 9 + b d0 = 2 ^e 9 _ b) _ g + c 



r ae 9 + b 

J ae 9 - b 



Solucidn. 



« .1 +- 



2b 



ae 0 + b 

ae 0 - b ae^ - b 

2b 



, reejrplazando en la integral se tiene: 






ae 9 - b 



-)de = 



■/“ t2 /^ *:/*♦»/£ 



bde 



7 ^ 



if 

J a - be” 0 



_0 q 

= 0 + 2 | ~ ^ ) =0 + 2 ln(a - be -9 ) + C = 0 + 21n( ae ~ -— ) + C 



= 0 + 2 ln(ae 9 - b) - 20 lne + C = 2 ln(ae 9 - b) - 0 + C 

Deteminar el valor de c/u de las sgtes. in tear ales y verificar los 
result, por diferenciacidn. 



sh j (x 3 + 3x 2 )dx = /x 3 dx + 3 J x 2 6x = -j- + x 3 + C 



12 



(x 3 + 3x 2 )dx 



d( j + x 3 + C) = 



58) 



— i 4x 

= - x + dy + C 

/ 

diferenciando : 

d(- x 1 + 4-x 3 + C) - (x 1 - 4x 4 )dx 



— 4 

x dx = 



59) 



r ( 5x + _i_) dx = 


f ^dx+ I 


f 5 dx 


4 / 


/ 5 5x 


J 5 J 


/5" /x 


5 J 



(x) dx + 



/5 / x~‘ 



2 dx = + /S - ^ + C = — — x 3/2 + 2/5 x 1/2 + C 

5 i j ^ 



diferenciando se tiene: 

d(-^-^ 2 +2/5 X ‘^C) = 1. -l=x>/ 2 + 2 V5 . ix' 1 ' 2 = 



3/5T 

/£ /x 5 

5 /5/iT 



3 /? 



60) 



J VbyMy = ? 



Solucidn . 

= ffc. y* 

diferenciando se tiene: 



y“- dy = 3 /b y 2 / 3 dy = 3 /b* + C 



, 5/3 



3 3 /by 5/3 , 
5 + 



d(3Vb + C) = 3V5 = 3 /b . y 2 * dy 



61) 






dt 



t/2t. 

Solucidn . 



f dt . 1 f dt _ if 

J /F/t* /2 J t 3 ' 2 /2 J 



t -* dt = -L * + c = 

/r - 4 I 



13 



- - - 2 - t-",c - -/it-* 

/2 

t 

diferenciando se tiene: 

d(-/2 . t _l/2 ) . = -/2, C- § ) Ct - ^) 



62 ) 



J /TV 



1 

/2 



3/2 



dt 



3x dx = 



multiplicando y dividiendo por -3 se tiene: 



T (2 -3x) 1/2 (-3) dx = - y y (2 - 3xi' 2 d(2 - 3x) ° - -j 



3|Z 



3 



•§ (2 - 3x) 3,2 + C 



diferenciando se tiene: 

d(- | (2 - 3x) 3/2 + C) - - | | (2 -3x) 1/2 (-3) dx = (2 -3x) 1/2 dx 

Detexminar el valor de c/u de las sgtes integrales y oarprcbar los re- 
sultados por di f erenciacidn : 



63) 



/ 



sen 26 d0 



/cos 26 
Solucidn . 



du 



Sea: u = cos 29 + j*= sen 26 d9, reatplazando en la integral se 

tiene : 



' = / u - 1 ' 2 c - ia -) 



1 f _l|2 1 ,d/2 

- “ 2 * J u du = - — . -Y75 + C = - (cos 29) 1/2 + C 



2~' “ ~ 7 ju ^ J ’ 172 

diferenciando se tiene: 
d [ -(oos 26) 1/2 + C ] = - i (cos28)~ 1/2 (-sen 28)(2)d8 = 860 2 - 



/cos 29 



d6 



64) 



f e X dx f 

J J 



/ X r i j / X •• t / X 1 

(e - 5) d(e - 5) = 2(e - 5) + C 



diferenciando se tiene: 
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65) 



d [(2 (e X - 5)t + C ] = j .2(e x - 51^ e x = Ue X - 5)~^ 2 e x 

f 7 2dX — = f C3 + 2 x ) _V2 dC3 + 2x) = 2(3 + 2 x) * + C 

; /3 + 2 x J 



)dx 



diferenciando : 

d [2(3 + 2x) 1/2 + C ] = 4-y (3 + 2x) -lfr dx = 2(3 + 2x) -l/2 dx 
66) J ~ 2 “ In (2 + 3x) + C 



diferenciando se tiene: 
d [ln(2 + 3x) + C ] = -^ + ^- 



67) 



/ 



x d x 
/l - x 



2 



? 



Solucidn. 

Sea: v - 1 - x 2 — *■ - = xdx, reeirplazando en la integral se 

tiene; 

/x(l - X 2 ) - ^ 2 dx = - i J V -1 ' 2 dV- - J. ^ + C = - -| (1-x 2 ^ + C 

diferenciando se tiene 

d y (1 - x 2 ) + c] = - j (1 - x 2 ) (-2x)dx = (1 - x 2 ) xdx 

68 ) f d 1 = ? 

J 3t 2 + 4 

Solucidn. 



Multiplicand© y dividiendo por 6 se tiene una integral directa: 



1 

6 



/• 



6 t d t 
3t? + 4 



.1 

6 



d(3t 2 + 4) 
3t 2 + 4 



g- ln(3t 2 + 4) + C 



airerencianoo se tiene: 
d[ i ln(3t 2 + 4) + C ] = -jr- 



6t 



3t 2 + 4 



dt 



t d t 
3t 2 + 4 
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69) 



/t/5 - 



1 2 

— 1 dx = ? 

/x" 



Solucidn . 



70) 



= J(x-2+i)dx= f xdx - 2 J <3x + j 
dxferenciando tenanos: 

d[y ■ 2x + In x + C ] = (x - 2 + ~ )dx 

f (y 2 - -i- 
J V 2 



dx _ x 2 



- 2x + Inx + C 



) dy = ? 



$oluci6n : 

efectuando operaciones se tiene; 



-/ 



(y 6 - 3y- • — + 3y 

y 2 y“ y 6 



y 6 dy - 3 j y dy + 



!■ 



■ — — )dy = J, 

y“ y 6 J 

+ c--i’-y-h “ 



+ c 



■tf’ 



r ~ y + ‘J 7 + C J = (y& ’ 3y2 ’ <_1) 10 



3 25v k 



■) dx 



.y 25y 



i sen a 0 d 0 _ ^ 

iL) 1 “dosirTTV 



f 

Solucidn' : . 

Sea y = cos a0 + b + - — = sen a 9 d 9 , rearplazando en la integral 

a 

f - dy/ ? = - i f - -i In y + C - -- 1 n(cosa 0 + b) + C 
J y a J y a a 



_ , sen a0 d0 v 

- ( cos as Vb )d0 



72) 



f csc 2 <f) d.({) n 
) /2 ctg d + 3 

Solucidn : 



Sea: w = 2ctgf4 + 3 --y- = csc^ d(5, reemplazando en la integral : 



16 



J’ ~ dw/ ' 2 . = - A Jw " 1/2 dw = -y^- + C = - w^+ C = -(2ctg4> + 3) 1,2 +C 



d[-(2ct g » + = 

■ . 2(2 c tgcS + 3) 



csc 2 <pd4) 



(2 Ctqr + 3)^ 2 



73) 



74) 



f 2x + 5 
J x 2 + 5x + 



dx * In (x + 5x + 6) + C 



d [ln(x 2 + 5x + 6)]+ C 






C2x + 5) dx 
x 2 + 5x + 6 



7) dx = ? 



Solucidn, 

2x * Z. a 2 + — i— , reenplazando en la integral, 
x + 3 x + 3 

= /(2 + )dx = 2 J dx + / y = 2x + ln(x + 3) + C 



75) 



f * 2 + 

J X + 



d(2x + ln(x + 3) + C) = (2 + yyy 

2 _ „ 



)dx 



Solucidn : 



X* + z 
x + 2 



= x - 2 + 



x + 2 



, reenplazannos en la integral: 



/ (x - 2+ rfr )dx= } ^ ~ 2 J dx + 6 Iittt 



- 2x +6 ln(x +2) + C 



2 ^ ^ ^ 
d[-|- - 2x + 6 In (x + 2) + C ] = (x - 2 + - + - y ) dx = (- ^~2 ) dx 



76) 



f * 3 + 3 2L dx = ? 

J x 2 + 1 

Sol uc idn : 

J(x + )dx = Jx dx + 2 f- 

V 4- 1 , 



X 2 + , 

2 

y- + ln(x + 1) + C 



x 2 +1 



dx 



17 



= •y- + 2x + lntx 2 + U + C 
d£ + 2x + In (x 2 f 1) + C) = (x + 2 + 



2x 



)dx 



77) f C4x + 31 — - - = f(l + 3x + 2x 2 ) Ui d(l 
J 3 /l + 3x + 2x 2 J 

y (1 + 3x + 2x 2 ) 2/3 + C. (w) 
t(1 +3x + 3x 2 ) 2/3 + C) = ('tx +3) (1 +3x +2x ) 



x z + 1 

+ 3x + 2x 2 ) = 



d( 



dx 



78) 



f (e fc + 2)d 

J e t + Zt 



2)dt = ln(e fc + 2t) + C (w) 



d ( 1 n (e 1 + 2 ) + C) = ( 



e fc ± 2 
e fc + 2t 



)dt 



79) 



te x + sen x)dx 



/FT 



-/ 



(e x - cos x) d (e X - cos x) = 



cos x 



= 2 (e x - oos x ) 1,2 + C (w) 



d(2(e X - cosx)' /2 + C) - 2 (e X - cos x)‘ 1/2 (e X + senx)dx 
= (e x - cos x) (e x + sen x) 



80) fsec 28 ta 28 d8 . = 
7 3 sec 20-2 



Solucidn : 

Multiplicardo y dividiendo por 6 se obtiene una integral directa: 
_ 1 C 6 sec 29 tg 28 d8 _ _1 f dOsec 29-2) 



3 sec 29 - 2 






3 sec 20 - 2 



= -g- In (3 sec 29- 2) t C (w) 



81) 



r l . __ 1 6 sec 20 t q 26 d0 _ sec 26 tg 28 d6_ 

h n ( 3sec20 * 2) + C] = z » 3 — 2T^ ~2 ' " 3 sec 26 

/ sec 2 2t dt _ 



3tg 2t 
So!uci6n : 



Sea: u = 5 t 3tg 2t =o-^- - sed 2 2t dt, reenplazando en la inte 

gral: 



18 



'fa' i/-^’ 



t C = 



= i (5 + 3tg 2t) 1/! + C (w) 



d[j ( 



- . „.J/2. „1 _ 1 (6 sec 2t) J. sec 2 2t 

5 +3tg 2t ) + CJ - z T 7 Y dt = — 

(5 t-3tg 2t 1/2 (5 + 3tg 2t) 1/2 



dt 



APLICACION DE LAS FORMJLAS 6-7 V 
Grupo: 2 Verificar las siguientes integrales: 



/« 



1) I 6e 3x dx = 2e 5x + C 



Soluaidn. 



du 



Sea: u = 3x + — y = dx, reeirplazamos en la integral: 

/( 6e u ^- = -§- jVdu = 2e u + C = 2e 3x + C 

2) J e ^ n dx = ne x ^ n + C 



Soluaidn . 

Sea: u = x/n =£»n.du = dx, reeflplazamos en la integral: 



3) 



J^ndu = n J e U ( 

f-^-= --i- +c 

I x x 

J e e 



du « ne + C = ne‘ 



; x/n ; 



c 



Soluaidn » 



- J e~ X dx a e X 

/ 



d(-x) - -etc 



t C 



4) j 10" dx = 



In 10 



Soluaidn. 



u = 1(T 



= 10 X dx, reerplazannos en la integral: 
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f 



du 

In 10 “ In 



'lO f du ln^lO • u + C " 



10 X 
In 10 



+ C 



/ 



5) J a ny dy = 



a ny 
n In a 



+ C 



Solucidn » 



Sea: v = a ny -> dv = a ny (n) (ln(a))dy = — ^ — = a i4jr dy 



dv _ ny 



/a ny dy =f diL_=_4_ fdv = — 

y J Jnlna n In a y n 

/- 



ny 

V ri. 

— — + c = — T + c 



In a 



n In a 



6) | = 2e / * + C 



/x 
Solucidn. 



Haciendo la sustitucidn: 


u = 


/x 2du 


_ dx 








/x 


= f e u (2du) = 2 Je u 


du = 


2e u + C = 




7) /(e x/a +. e~ x/a ) dx = 


a(e^ a 


e"^ a ) + C 





Soluoidn* 



= jV a dx + /e-^ a .dx = a/ 



e^ a d(x/a) 



-a J e X//a d(-x/a) = 



ae^ a - ae“^ a + C = a(e^ a - e^ a ) + C 



8 ) 



/(e Va + e _x/a ) 2 dx = f (e 2x/a - e _2x/a ) + 2x + 



Solucidn : 



= / C e 2x/a + 2e° + e 2x/a )dx = /e 2x//a dx + 2 / dx + f e~ 2x/a dx 

= -§- / e 2x/a d(2x/a) + 2 jfdx - | j e _2x/a d(-2x/a) = 

= f e 2 ^ 3 + 2x - § e" 2 ^ 3 + C 
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Ordenando y factorizando se tiene: 



= / Ce^ 3 + e" Va ) 2 dx = \ (e 2x/a - e 2x/a ) + 2x + C 

9) J xe x dx = y e x + C 

Solucidn 

Sea; v = x 2 — * = xdx, reerplazamos en la integral: 



• /■' 4--i ■ 

- v ( senx j senx • 

10) ] e oos x dx = e +.C 

Solucidn : 

Hacienda : v = sen x *=>dv = oos x dx, 

= /e v dv.= e v + C = e^ + C 

12) J e t//2 dt = 2e t//2 + C 



1 X 2 



+ C 



reerplazamos en la integral: 



Solucidn . 



= 2 



13) /a x e x dx 
Solucidn : 



/e t/2 



d(t/2) = 2e t/2 + C 



X X 
a e 

1 + 1 n a 



-k C 



_ . xx / \X v du 

Sea: a e = (ae) =* u 



ln{ae) 



= (ae) x dx 






du 



In (ae) In 



lie) / du “ In (ae) + C 



(ae) 

ln(ae) 



+ C 



Pero: ln(ae) = In a + In e = lna+,1 reemplazamos 



(ae) 3 



In a+1 



. + C 



14) 



/ 



2x , a 

a dx = 



2x 



21n a 



Solucidn : 

Sea : v = a 



2x 



+ C~ 



dv 

2 In a 



2y 

a dx, reenplazairos en, la integral: 



21 



+ c 



/■ 



21na 



+ C = 



21na 



(e 5x + a 5x )dx 



Solucidn , 



= / e 5x dx + /a 5x dx = | f e 5x d(5x) + J a 5x dx = ~ e 5x + J” a 5x 



dx 



5x 



- du . . = a 5 * 
51na “ 



f 5x , f du 1 f , ■ u a^ x 

J J 51na 51na J 51na 51na 



/ Ce 5x + a 5x )dx = £ e 5x + a 



5x 



51na 



+ C 



Determinar el valor de c/u de las siguientes integrales y oonprobar 
sus resultados por diferenciacidn: 



/ 



16) 1 5e dx = 



u = ax 



du 



= dx, reemplazardo en la integral: 



du = I* e U + C = i e ax + C ■ w 
a a 



= /se ud H. = 5. f u 
' a a J 

* • d(w) = £ ^ e ax (a) j dx - Se^ dx 

f~^x~ = 3 /e X dx = -3 JV X dC-x) « -3e' x + C=--^+c=w 



d(w) -J4A- dx = 



2x 



18) 



ft- 4 /e-^ 2 at - -e d(-t/ 2 ) - , 



C - w 



d(w) = - 8 e _t//2 (- j ) dt = 4e -t/2 dt 
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19) 



P 



dx 



ay d\/ av 

Sea: v = C -*■ — C dx, reanplazamos en la integral: 



air C 



= fjL = _1_ f 

y alnC alnC J 



dv = + C = — + C = w 



alnC 



a 1 n C 



, , V C ax (a) InC , „ax 

• • d(wl = alnc dx = C dx 



20) 



■fc-J 



-2x 4 

4 dx = 



-2x 



Sea: u = 4 



-2x 



21n4 



d u = 4 ^ dx, reanplazamos en la integral : 



21n4 



- /- 



du _ 1 

21 n4 * ’ 21n4 



/ du = ' IE 



-4 



-2x 



21n4 + C " TTW* + C = w 



* ’ a(..\ - 2x ( - 2 ) (In 4) j „-2x , dx 

• . d(w) = — : 2 - ! — j; dx = 4 dx = 



2x 



/■ 



21) / x 2 e X dx 



Multiplicando y dividiendo por 3 se tiene: 

1 [, 2 x 3 . 1 x' , 

= -j J 3 X e dx = j e +C=w 



’ . d (w) = 



- 2 x 
3x^ e 



dx = x 2 e X dx 



22 ) 



^ ) dx ; = J^e x (e >: +4)dx = ^dx+4 J e x dx = 

= x-4e X +C=w 

_ x - 

dCw) - Cl - 4 e~ x C-l))dx = Cl + 4e x )dx = (— dx 

e x 



23) 



J e dx _ j d(e > 

J e x ~ 2 J e x -2 



- 2) 



= ln(e X - 2) + C - w ’) 



23 



dCw} = 



e* -2 



dx 



24} 



J x(e x + 2}dx = J xe x dx + 2 J xrtx = ~ j^ 2 x e x dx + 2 j xdx 
= J e x d(x 2 ) +2 J xdx = -j— + x 2 + C = w 



d(w) = (- — y^~ + 2x ) dx = ^ ceX + 2x)dx 



25 ) f- £ — T 3 - dx = U — dx - 3 il*L =2 fe ^ d< /x) - 3 

J /T J /F / /x > J /x 



= 2e * - 6x^ 2 + c = w 



. ‘ . d(w) = (2e ^ . — 3x^^)dx = ( G 



/Z 



/ 



2 /F 



/F /F 



}dx 



261 I t 2 C dt.= 



/' 



v = 2 b * — ► 


d v 2 

2 X ^2 9 t2t > reenplazainos en la integral: 

2 


f -du/b 1 

J u “F , 


. rH^Q 
1 

11 

-§| 3 


lnu + C = - ^ 


dv _ 1 


r d V = ^ + C = ; 7T + C = w 









d(wl 



2 fc (2t) ln2 



21n2 



27 } 



f ade f, 

Jb 30 = a J 



dt = t2 c dt 
36 



, -36 ab 

b d9 "' 31 nb + C= w 



.-36 



e <lx 

~T 



+ C = 



4x 



d(wl = - e { 4> 3 * - e 4x dx = (e 2 *) dx 



30) 



/ ^ ■ f**’ *’'* ‘ - 5 /* 



x dt-x 3 ) = A 



• + C = w 



d{w) 



e“ x (-3x 2 } 



*1 



dx 



= x 2 e x dx 



Aplicaci6n de las fdrmulas del 8 «- 17 
Grupo 3: 



1 ) J'oos rnx dx = *-- ■/« 

2 } / tg hx dx ~ J' 



cos rnx dCrnx) = — sen mx + C 
m 



u = cos bx 



sen bx 
cos bx 

du 



dx 



= senbx dx , reemplazamos en la integral 



/. 



= - (Ini - In oos bx) + C = 



+ C 



3) / sec ax dx = 



d(w) = - ^ 5 lnb~ 31 (Inb ^ - <36 = ab -36 de 



/■ 



/- 



28 } J 6 xe A dx = - 3 J- 2 x e"" x dx 



Solucidn . 

Multiplicand© y dividiendo por: esc ax + tg ax, se tiene: 

= J sec ax . C SeC — * ax — } dx, efectuando el product© : 
^ sec 9x t txf dx 



= - 3 J e ~ X * dC-x 2 ) = -3e' x2 + C = w 



/ sec 2 ax + s< 
sec ax + 



sec ax tg ax 



tg ax 



dx 



i d(see ax 4 tg 

a J sec ax + tg 



ax} 

ax 



. * ■ d (w} = -3e~* l-2x} dx = 6xe~ x dx 



/< 



29) J (e 2 * ) 2 dx = / e 4x dx = j f e 4x 4dx - 1 1 - 4x - 



/e 4x 4dx = ^ / 



lntsec ax + tg ax) + C 



e d(4x) « 



4) f csc v 



dv = 



24 



25 
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Solucidn f 

Muitiplicando y dividiendo por: (esc v - ctg vl se tiene: 

. csc 2 v - CSC vctg v dv = d(csc v - ctgvj^ ln(csc v - c tg v) + C 



esc v - ctg v 



> / £ 



5) ) sec 3t tg 3t dt - y J dCsec 3t) 



CSC V - ctg V 
1 



3 



sec 3t + C 



De otra manera: 

sec 3t tg 3t dt = 



I s 



= f. sen . 3 L- d t = / 

J cos 2 3t 
du 



Haciendo u = cos 3t 



cos” C3t)sen 3t dt 



/» 






/■ 



3 cos 3t 



= sen 3t dt, se tiene en la integral: 



2 du = - y + C = y (COS ^ 3t ) + C 



+ c = 360 + c 



61 /: f 

/ 



/ 



esc ay ctg ay tty = J dCcsc ay) esc ay + C 



71 J esc 3x dx 



Hacienda la sigoiente sustitucidn: 



u = 3x, 



du 



dx, reenplazamos en la integral se tiene: 
j^ese 2 u -yy = y J esc 2 udu = - U + C = *- y ctg 3x + C 



8) J ” ctg x/2 d x = J- 



cos x/2 



dx 



sen 

Haciendo la siguiente sustitucidn: 

u = sen x/2, 2du » cos x/2 dx, reerrplazamos en la integral se tiene: 

f— i = 2 f ~ = 21n u + C = 21n sen x/2 + C 

J U J U i 

9) J'x 2 sec z x 3 dx = 



26 



10) 



ill 



u =? » x 2 dx, reemplazamos en la integral: 

J sec 2 u — y = y j' sec 2 udu = ytgu + C = ytgx 3 +C 

f — ^ — - J c sc 2 x dx = - cbq x + C 

J sen 2 x -/ 

ter/- 

/ 



! sec 2 xdx = tg x + C 



12) J Ctg 0 + ctg 6) 2 d0 

Efectuando operaciones se tiene: 
j (tg 2 0 + 2 tg 0 ctg 0 + ctg 2 0 )d0 

ctg 9 = 



= J (tg 2 0 + 2 + 



ctg 2 0)d0 



tg 0 

= j [( tg 2 9+ 1) + (ctg 2 9+ l)]d0 = j (tg 2 0 + lid0 + J lctg 2 Q 4 

^ l 

^ sec 2 0d0 4- j csc 2 0d0 = tg 0 - ctg 0 + C 
13) J (sec c(> - tg 4>) 2 = J (sec 2 <fi - 2 sec . ty tg cf> 4- tg 2 <f> )d<(> 



Ordenando se tiene : 



(sec 2 c|) 4- tg 2 <f> )d$ -2 J sec 4> tg c(> dc(> 



J sec 4> tg 45 dLcf> = J^sac 2 ^ + 



/ 

2 f.?gn do. 

J cos 2 $ 

= 2 Jsec 2 <f, dtf> - Jd(|) + 2 f — - 1 def) =2 ( sec^drf - / ( 

J oos 2 cb ^ 



r - 2 

J cos 



dCcos cfi) 



s=2tg<J>-<J>-2 cos $ 4- C = 2 tg$ - 2 sec $ -■ cb + C 



14) 



f ax = r i 

y 1 + cos x j (I 4- a 



cos x) Cl - cos x] 



dx 



if 



COS X 



por ser: 
l)d0 = 

1) d<J> + 



dx = 



27 



fi 



cos X 



sen Sc 



dx 



= f — 1 — dx - f 003 x - dx a r CSC Sc dx - f sen~ 2 x dCsen x) = 
J sen^x J sen 2 x J J 



15) 



fri 



- ctg x + 
dx 



. sen x 

= - ctg x - - — j — + C 

se n x + c - - ctg x + esc x + C 



sen x 



- tg x - sec x + C 



Mu 1 t i p 1 i cando y dividiendo por (l -senx) se tiene ; 

f -l.- sen x - dx = f l - = f_*L_ - f 
J 1 - sen 2 x J cos Sc J cos 2 x ' 



cos Sc 

= / sec 2 x dx + cos d(oos x) 



cos x sen x = 



CDS X 1 

= tg x + - _ j + C = tg x - - + C = tg x - secx + C 



16) 



/ sen 
1 + 



s ds 



oos s 



ln(l + oos (s) J + C 



Haciendo u - 1 + oos s -+ - du = sen s ds, reenplazamos en la integral: 

J~ “d' ~ ~ f = ~ ln(u) + C = -ln(l + cos s) + C 

17) | sec Sc dx _ 

J 1 + tg x 

Haciendo v = 1 + tg x ,dv = sec 2 x dx, reenplazamos en la integral: 
j dv 



v In Cv.) + C - In Cl + tg x) + C 
18) } x oos x 2 dx 



Haciendo: v = x 2 -** = xdx, reenplazamos en la integral: 



28 



19) 



j cos v yy- = -y- cos v dv = I sen v + C - y sen * 2 + C 

J(x.+ sen 2x)dx = /xdx + J sen 2x dx = /xdx + £ / sen 2x d(2x) 



x 2 i 12 

-y - -J cos 2x + C = y (x - cos 2x) + C 



20 ) 



sen x dx 



■= /( 4- 



\~ 1/2 

oos x) sen x >dx 



/ 4 cos x 

Haciendo u = 4 - cos x du = sen x dx, reenplazamos en la integral: 



( - 1/2 

J U 



du - 



U + C = 2u 1/2 + C = 2 (4 - cos x) 1/2 + C 



T7T 



21) / L+ gggJL ^ = ( dCx t sen x L. = ^ 

' y x + sen x J x + sen x 

22) f- ^ 2Q d9 — = fll + 2 tg 0)" 1/2 sec 2 9 d9 

J /I + 2tg~9 ' 



+ sen x) + C 



2tg 

Hacemos: u = 1 + 2 tg B 



du 



r -V-2 du i ( - 

J u ~T = 2 J u 



= sec 2 0 d0, reerplazamos en la Integral 



^ du = -j- .-j ^2 = u l/2 + C = (1 +2tg0) ,/2 + c 



Calcular c/u de las sgtes. integrales y oorprobar los rtsultados por 
dif erenciacidn : 



23) j sen -y- dx 

2x 3 

Haciendo u = — ^ — ► y du = dx, reerplazamos en la integral: 



2x 



j sen u 



( y du) ~ j / sen u — ” - 1 - n ^ — 2x 



du = - y oos u + C = - y cos — - + c = 



3 2x 2 2v 

. ■ . dCwl = - - c- sen -y- . J ) = sen y dx 



24) 



oos (b + 



ax)dx 



Haciendo el sgte. cambio de variable: 
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25) 

26) 

27) 

28) 



29) 

30 



u * b + ax 
cos (u) 



/« 



. du 
du 1 



= dx, en la integral se tiene: 

/ cos q du = — sen u + C = — sen(b + ax) + C - w 
a a 



r*. d(w) 

j esc 2 Ca bx) dx = 



— Ceos (b + ax) . a) dx = cos (b + ax)dx 

a * 



du 



Haciendo: u = (a - bx) + g-» dx, reenplazamos en la integral 

j esc 1 (u) ) 88 “ £ f csc 2 udu *s - A i^ctg u) + C* -g- ctg (a - bx) + C 

C tw) 

d(w) = ^ esc 2 (a - bx) .b dx = esc 2 (a - bx)dx 



/■ 



0 ^ 0 



sec ^ tg ^ d6 = 2 j dCsec 2 -)=* 2 sec|-+C=w 

► * . dCw) » 2 sec -j . tg ^ ^ d8 =* sec ^ tg ^ d9 

CSC 5 jctg % < 5 * =| /atese = | cso S* + C 

d (w) = — nsc cfccr ~ 



9 , 



/ 



esc -^ctg ^g- . -g-dejj. 



esc ^g- ctg rjk d((> 



/ 



ctg(e X )e*dx 






cos e 



x, 

e dx = 



sen e 



Haciendo la* siguiente sustitucidn: 



3C X 

u = sen e -t du = cos e ^ e dx, en la integral se tiene: 



h a-:ln(u 

J U 



) * C =* ln(sen e X ) + C • « w 



X X 

j f , cos e . e - 
. . d(w) * — dx 

sen e 



^ « J csc 2 40 ae = i fcsc 2 C4e)d(40) Gctg 40) + C 

J sen 2 40 



www.elsol 



ctg 49 + C = 



30) 



. *. d(w) = --j (- csc 2 40 )4d0 = csc 2 40d0 

j — ~ = j csc 2 3t a* /csc 2 3t d(3t) =~ (-ctg 3t) + 

J sen 2 3t J 3 J 3 



ctg 3t + C = 



d(w) = -*=•(- csc 2 3t) 3 dt = csc 2 3t dt 

i 3 



31) I" ~oos~4Q ~ / sec 49 d9 = 



Multiplicando y dividiendo por: (sec 49 + tg 40 ) se tiene: , 



/■ 



sec 46 + tg48 . sec49 



1 f_ d (sec 49 + tg 48) 
T J sec 40 + tg 40 



sec49 + tg49 

- y 1 n(sec 49 + tg49) + C = 



/ v 1 sec 49 tq 49 + sec 49 , )X 1A JA (sec 40 + tq 49) JA 

. . d(w) *• -j- . j -q- , i V A (4)d9 = sec 40 Aa , 7^ -t* d0 

4 sec 40 + tg 49 sec 40 + tg 40 



32) 



f— -/ 

J cos 2 bx 



sec'bx dx = ^ j sec 2 bx d(bx) * ^ tg bx + C * w 



. ‘ . d (w) 



sec 2 bx . b dx = a sec 2 bx dx 



/rf 



i sen 2x 

335 1 • "<is 2x & “ 



Haciendo la sustitucidn : v = 3 + cos 2x ** dv = (- sen 2x dx)2 



- — = sen 2x dx, en la integral se tiene : 

j-^2 , . I*,*, ♦ c - 



j In (3 + cos 2x) + C 
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• ’ * d Cw) 



C- sen 2x , 2\ 



sen 2x 



T ' 3 + cos 2x ^ 3 + cos 2x 



dx 



34) r °° s t dt = r (a 
J . /a +^b~ sen t J 



_ . - 1/2 

+ b sen t) cos t dt 



Haciendo la siguiente sustitucidn : 



u = a + b sen t -* du = b cos t dt* — = cos t dt, en la integral 
se tiene : 



f -* du 1 f - 

J u b " b J u 



,1/2 



l/2 1 11^“ 0 1 /o 

du ss — -jy 2 ~ + C = -g- (a + b sen t) + C = w 



d(w) = 2- . i (a+ bsen t) _l/2 . b cos t dt = - °° S - dt - 

b 3 , 1/2 



(a + b sen t) 



35) 



/ csc9 cfagQ 
5 - 4 esc 



de 

CSC 0 



liaciendo la sicruiente sustitucidn : 



v = 5 - 4 esc 9 = 



f dvA __ 1 f 

J ~V~ = 17 J 



J = esc 6 ctg 0 d 0 , en la integral se tiene: 
~ ^ ln(v) + C = ^ 1 n ( 5 * 4 cscQ) + C = w 



d(w) * T . -j 



_ ‘ 4csc8 ctg9 ^ _ csc0 ctg 8 



-4 csc0 



5 - 4 esc 0 



d0 



36) 



/ csc 2 x dx ,- 1/2 2 . 

~ — ' = / (3 -* ctg x) esc x dx 

/ 3 -ctg x 

liaciendo la sicaiiente sus tituci6n : 



u = 3 - ctg x + du = esc x dx, en la integral se tiene: 



/» 



1/2 1/2 1/9 

du = 2u + C = 2(3 - ctg x) ' dx - w 



d(w) = 2. y C3 - ctg X) -1/2 csc 2 x dx 



(3 - ctg x) 



1/2 



dx 
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V ER IF I CAC ION DE LAS FORMULAS 18-21 
Problemas Grupo-4 

VERIF ICAR LAS SIGUIENTES I NTE GRAC I ONES . 



I 



( dx 1 

" JxU9 ' 3 



arctag(-) + C 



So lucjdn . 
dx 



f — - 

J x J + 

r_± i_= p 

J x 2 - 4 J X 2 - ( 2 ) 



7 = I arctag f + c 



dx 



1 . ,x - 2. 

_ In ( r) + C 



2 4 x + 2 



3 . ■ 



f- 

J /25- y 2 J 



y 

dx 



A 



f ♦ C 



5 2 - y 2 



' f — = f 

J 9x J - 4 J 



dx 



( 3x ) ' 



du 



Haciendo u = 3x — — = dx, reemplazamos en la integral, 

f du/3 1 ( dx 

J u 2 - 2 2 = 3 J u J - 



1 1 . ,U - 2 v 

— = - . ~ In ( -) + C 

2 4 3 u + 2 



1 , ,3x - 2\ 

I F ln( 17-TT ) + c 



5. - 



f - = ■ f- 

) /l6 - 9x 2 J 



dx 



A 2 - (3x) : 



Haciendo el siguiente cambio de variable: 



d u 

v = 3x -+ — — = dx, en la integral se tiene: 



f du/3 l f 

J 3 J 



du 



A 2 - u : 



1 U 

= — arcsen ^ + C 
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1 3x 

= — arcsen - — + C 
o 4 



f — dx = f- 

J 9x 2 - 1 J 



dx 



( 3x ) 2 - 1 



Haciendo u = 3x ■* - — = dx, reemplazamos en la integral 



- f du / 3 - 1 f d “ _ 1 1 , ,u - 1 

J u 2 -i * J~- 7 ‘ 3 • 2 ln hmH 

- f- 

J 4 - 9t 2 J 2 



+ C 



{ 3t ) 4 



Haciendo: 3t = u -»■ ~ « dt, reemplazamos en la integral 



f du/3 _ 1 ( du 

J 2* - u* ' 3 J 2 2 - u 2 



1 i 1 2 *f u i 

— >" h | + C 

12 2 - u 



JL i n 3t i 

12 ,n '2 - 3t 1 



+ C 



8 . - 



f —±A* s f e *dx 

' 1 + e X J 1 + ( e X ) : 



Haciendo la . (sigu ient e sustitucion. 

x x >m , ■ ' . \ 

u = e *♦* du P e dx, en la integral se tiene : 



f 



du 



1 + u 2 



= arctag u + C = arctag e + C 



/ cos8 d6 _ f 
4 - sen 2 8 !j 



cos8 d0 



4 - sen 2 8 !/ 2 2 - (sen8) 2 

Haciendo la sijguiehte sustituciSn. 
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10 . 



u = sen6 -► du = cos8 dQ, en la integral se tiene: 



;/ 

h 



du 



2 2 - u ‘ 
bdx 



1 , |'2 + u| , , 1 1 2 + 

- 4 ln i 2 -r-rl + c = 4 ln |— 

>/■ 



sen0 I 



sen0 I 



+ C 



(ax)‘ 



- c 



Haciendo la siguiente sustitucion . 

u - ax *> * dx , en la integral se tiene : . 



f du/a b j 


f du - b 1 in 1 


r - c i 


Kw 1 J 


2 2 " a ‘ 2 c 1 1 

f u -c 


1 u + c t 



+ C 



11 , 



^_5xdx_ = 5 (_ 

J / 



ln |ax - e | + c 
2ac I ax + c 

xdx 



A - (x 2 ) 2 
Haciendo la siguiente sustitucion: 

2 d\r 



~ xdx, en la integral se tiene: 



f dv/2 5> ( dv 

J 1 -V 2 = 2 J 1 -v 



2 2 



5 5 2 

arcsen v + C * — arcsen x + C 



12 . 



/ axdx _ ( xdx 

X- + b" 3 J (x 2 ) 2 + (b 2 ) 1 



Haciendo la siguiente sustituci6n. 

u = x 2 -*■ .= xdx , en la integral se tiene:. 



a f du / 2 . J Y du . 

J u 2 + (b 2 )* ’ 2 J it* + (b 2 



— = — — . arctag — — + C 
) 2 2b 2 b 2 



35 



nario.net 



13 . 



/ 



r arctag + C 

2 b 2 b 2 

dt f dt_ 

( t " 2 ) 2 + 9 J ( t - 2 ) ‘ 



+ 3 2 



Hacienda la sig u i ente SU stituci 6 n. 
v " 11 “ 2 : dt; en la integral se tiene: 



■/; 



dv 



1 v _ 1 t - 2 

= - arctag - + c = - arctag + C 



14 . 



dy 



/r; a 2 y 2 



^ A + 



dy 



(ay) : 



du 

a 



Haciendo. u.= ay .* rn = dy, reemplazamos en la Integral 



' f~f‘ r f- 

j A ♦ u 2 J /T + u 2 



du 



— = — In I u + /l + u 2 1 + 



15. 



f = = f 

J A- (v + 3 ) 2 J 



ln|ay + /l T (ay ) 2 | + C 



d v 



3 ) 2 

Haciendo la 



^2 



(v + 3 ) 4 



Sl gUiente sustitucion : v + 3 = u *> du = dx, 



se tiene en la 



integral . 



f 



du 



/ 2 2 - u 2 



. u v + 3 _ 

“* arcsen — + c = arcsen — - + C 

2 2 



Determinar el valor de c/u de las siguientes integrales y 
comprobar los resultados por diferenciacion . 



1 6 . 



f — — f- 

J 9 - 1 6x 2 J 



dx 



3 2 - ( 4x ) * 
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17 . 



1 8 . 



~ du 

Sea: u = 4x + — — = dx , reemplazamos eo la integral. 



f du/4 1_ f du 1_ 1_ | 3 t u I 

J 3 2 - u 2 ’ 4 J 3 2 - u 2 4 ' 6 n| ' 3 - ul 

1 , j 3 + 4x j r 

= m ,n Ij^r 1 + c = w 

Comprobaci on . 

4(3-4x)-(3+4x)(-4) 



+ C 



d( v) = 



24 * 



(3-4x) : 



• dx 



1 

24 



3 jr 4x 
.3 - 4x 

24(3-4x) 



(3 - 4 x ) 2 (3 + 4 x ) 



dx = 



dx 



9 - d€> 



{ -± L f- 

J /g y 2 + 4 ' J 



dy 



/(3y ) : 



t 4 



Haciendo la siguiente sustitucion. 
du 



u - 3 y 



= dy , en la integral se tiene: 



f du/3 . . = i f - 7 -ii— = i m|u + /T*"T7| * 

J /u 2 + 2 2 J /u + 2 

J In 1 3y + -Jsy + ft | + c = w 

' 3(/9y 2 +4+3v) 



Comprobaci on . 

3 + 



d(w) = — 



1 8 y 1 



2/9y 2 + 



3 y + / 9 y 



/9y 2 + 



dy = j' 



/9y 2 + 4 



f dt _ ( dt 

J 4t 2 + 25 J ( 2 t ) 2 + 



rr = 2 - 



3y + /9y 2 + 4 

C d( 2 t ) 

J ( 2 t ) 2 + 



dy = 



ty 



/9y 2 + - 



5 2 ■ 



11 2 t „ 

2 * 5 arctag — + C 
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19 . 



20 . 



21 . 



22 . 
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Com probac i on : ^ como ejercicio 

d x 



7 x * J (/I) 2 +. ( VT x ) 2 

itfaciendo U = /7x ■+ 



= dx , reempl azamos en la integral 



( du//7 7 f du 7 1 U 

j — = — = • . arctag 

J 0/3) 2 + u 2 /T J ( 3 ) t u 2 /7" /3 /3 



= /7 / 3 arctag-^- + C 
/3 

C«mprobacion como ejercicio 



uv 

Haciendo v p 3y ^ — y = dy, reemplazamos en la integral. 



f dv/B 3 ( 

J v 2 -u 2 3 ’ J V 




23 . 



24 . 



V - e — ► dv - e X dx, reemplazamos en la integral. 



2 f ii_ 

J /T7T 



2 arcsen v + C = 2 arc sen e t C 



Verification como ejercicio. 
senQ d 0 A sen 0 d 0 



/ senQ d 0 _ f sent 

+ cos 2 0 J J~ 7 2 +" 



( COS0 ) ‘ 



Sea: u. = cos0 -* - du = sen0 d0, reemplazamos en la- integra 

= - In |u + J 2 2 + u 1 I + C 



f- du . . _ _ C du 

J J 7 2 + u 2 J Z^ 2 + u : 



- Injcos0 + /4 + co s 2 0 j + C 



Verificacion como ejercicio. 

T 7 x 2< ^ x 7 f x 2 dx 

' 5 - ** J C/5 ) 2 - (x 3 ) 2 



Sea: v = x 3 -► dv = 3x 2 dx = x 2 dx, reemplazamos en la 

integral . 



= 7 r_^z3_ = z r. 

J ( 5 ) 2 - v 2 3 J 



d v 



f 5) 2 - v 2 



7 1 1/5" - v I ■ 7 

In |r 1 + C = In 



2/5 1/5 



6/T 



/5 - x " 



/5 



+ C 
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l : - 



Verificar las Siguientes Integrales . 



f =• 1 In 1^4 

J x 2 - + 4X + 3 . 2 lx + 3 



+ c 



Solucidn ♦ 

Completando cuadrados en el trinomio de 2do grado se tiene 



-{. i* — . f 

J x 2 + 4x + 3 J (x 2 + 4x + 4 ) + 3-4 J 



dx 



( x+ 2 ) 2 -1 



Haciendo la slguiente sustitucion. u = x + 2 -► du = dx y 
reemplazando en la integral se tiene: 



■-/i 



J u* - 1 
dx 



. 1 in|Ji-=_a| + c = i lnjiL+m + c 

2 . 2 lu+a! 2 I x + 3 1 



- j arctag - x ~ ■ 1 - + C 



2x - x - 10 
Solucidn : 

Ordenando y completando . cuadrado se tiene: 

f dx f __ dx_ 

J x 2 - 2x + 10 J (x 2 - 2x + 



1 ) + 10 -1 



dx 



(x - l) 2 + 9 



Sea : u * x - 1 *+■ du = dx, reemp la zamos en la integral 



f “ 2 



du 



+ 3 



— * | arctag + C = - -j arctg — ^ 1 + C 



3 . 



h 



3dx 



- 8x + 25 



arctag 



x - 4 



+ C 



Solucidn « 

Completando cuadrados' en el trinomio de 2do grado se tiene: 
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= 3 



-/ 



k 



dx 



dx 

2 - 8x + 16) + 25 - 16 
3 



= 3 



f d(x 

J (x -i 



- 4) 

.4 ) 2 + 9 



3 arcta g + C =* arctg * ^ - + C 



= arcsen (2x - 3) + C 



3x - x - 2 

So lucidn . 

Ordenando y completando cuadrados en el trinomio de 2do gra- 
do se tiene : 




- 2 



dx 



/l - (2x - 3? 



= 2 



f dv /2 r 

J /T^T 2 j 



dv 



5 . 



It 



d v 



V - j /I - V * 



4 r V — 1 I 



dx, reemplazamos en la integral. 



= arcsen v + C = arcsen (2x - 3) + C 



+ C 



v - 6 v + 5 
So lucidn . 

Completando cuadrados se tiene: 
dv 



U 



__ d v 



(v 2 - .6 v + 9) + 5 - 9 (v - 3) 2 - 4 

Haciendo la siguiente sustitucion. 
x = v- 3-^dx = dv, en la integral se tiene: 



1 I x - 2 

— In 



-4 J x 2 - 2 2 • 4 . |x + 2 



- k^ I 

f dx _ f dx _ | 

J 2x 2 - 2 x + 1 J 2 [( x 2 - x + i) + jj-] J 



=. 1 

4 Lv - 1 



+ C 



dx 



|((2x - l) 2 + 1) 
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= 2 



h 



dx 



(2x - 1 ) 2+1 
du 



Sea: u = 2x - 1 -* — — = dx, en la integral se tiene: 

_ 0 f du/2 f du 

Z I 2 I o arctag u + C = arctag(2x - 1) + C 

Ju+lJu 2 + l 

7 " j/ff 



X - 1 

-= arcsen + C 



L5 + 2x - x 2 
Ordenando y comple t ando cuadrados se tiene: 
dx ( dx 



h, 



+ i > J i 



Sea: v = x - 1 

dx 



16 - (x 2 - 2x + 1) J /l 6 - (x - l) 2 
d v = dx . 



/- 



/P 



V ( v - 1 'l 

X = arcsen r- + C = arcsen ; + C 



8 . 



f dx 1 x 

J x 2 + 2x 2 x + 



+ c 



Completando cuadrado se tiene: 



f dx _ f dx 

J (x 2 + 2x + 1) - 1 J (x + 1 ) 2 - 1 



efectuando la sustitucion u = x+ l du = dx-, se tie- 
ne en la integral-: . ’ 



Imp - 


i| 


+ C = 1 in | x - 


1 


+ 1| 


/ u - ] 2 * u + 


1 1 


2 ln |x + 


1 


+ ii 



- 7 ln l 
2 1 x +2 



5 . 



-/ 



dx 



i a„ I — 5 — I 

2 4 I x - 4 | 



+ C 



4x - x - 

Completando cuadrados en el denominador se tiene: 
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f ^ = f dx 

J 4.- (x 2 - 4x + 4) ) 4 - (x-*) 2 



efectuando la sustitucion u = x - 2 - du = dx, en la integral. 






dx 1 , 1 2 + ,u I _ 1 

, ” 7~ * n h + C = 7T 1 n ~ — 2- — _ 

2 2 - u 2 4 12 ~ ui 4 1 2 -x +2 



+ C 



10 



1 i I x | . 

In +-r 

4 1 4 - x j C 



* arcsen(x - 1) + G 



f dx 

J /2x - x 2 



Solucidn . 

Completando cuadrados se tiene-: 

■’ [-======•(■ 

J /l - (x 2 - 2x + 1) J 



dx 



/l - ( x' - 1 ) : 



= arcsen(x -1 )+C 



donde se supuso u = x - 1 du = dx 



11 . 



f - dS Infs + 

/ /2as + 7T 



a + 



/2as + s 2 I + 0 



Soluo-idn . 

Completando cuadrados en el denominador se tiene; 



f ds _ f ds 

' /(s 2 + 2a s+a 2 ) -a 2 J /( s + a ) : 



Sea: -u = s + a ■+• du = ds, reempla zamo s en' la integral 



f du 



In | u + /u 2 - a 2 | + C 



• = In | s + a + /Fas + s 2 *! + C 
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12 . 



( dy 


= _1 in 


2y + 3 - /5 


I y 2 + 3y + 1 


/5 


2y + 3 + /5 



+ C 



Solucidn . 

Completando cuadrados se tiene: 



f dy = f _d 

J (y 2 + 3y + -) - | + 1 J (2y + 

. - f— 

J<2y + 



3 ) 2 - (/5) : 



d u 



Sea: u = 2y + 3 ■+ — = dy , reemplazamos en la integral 



= 4 



= 2 f- 

J u 2 - (/T) 2 J u 2 



du 



( /T) 2 



i' ln i 


u - /5 I 


+ p — 1 n 


2y + 3 - /5 


i n 

2/F 


u + /5 1 


T L — AH 

/r 


2Y + 3 + /5 



+ C 



13 . 



r dx 
J X 2 + X + 1 



2 2x + 1 

arctag + C 

/3 /T 



Soluaidn . Completando cuadrados se tiene 






dx 



— = 4 



( 2x + 1 ) 2 + ± 



f dx 

J ( 2 x+ 1 ) 2 + 



(/3) : 



Haciendo la siguiente sustitucion: 



u = 2x + 1 = dx , en la integral se tiene 



= -i- arctag -UL + C 

( /3 ) 2 /3 /5” 



f- du/2 — 2 r — 

J u 2 + (/3) 2 J u 2 + 



2 ' 2x + 1 

— arctag + C 

n /a 
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/l + X + x 2 

Solution . Completando cuadrados se tiene: 



— — = dx , reemplazamos en la integral. 



= ' In | u + /u 2 + (/3) 2 | + C 



= 1 n 1 2x + 1 + / (2x+l)^+ 3*| + C 




Sea: u = 2x + 1 -+ ' = dx } reemplazamos en la integral'. 



Sea : u * 3x - 1 - dx , reemplazando en la ; in t egral . 



• 7 f. du a \ i (. 

J u 2 + (II ) 2 3 J u 2 



du 



+ -(/n) 2 /u 



1 arctg — + C 



m 



— arctg — — - + C 



11 



11 



f dx 

j / 2 - 3x 



3x - 4x 2 



/ Xd -• 



dx 



'2 4 

Completando cuadrados se tiene: 



x - x 2 ) 



dx 



1 3 » 

f — - — X - X 

2 4 




8dx 






41 - (8x + 3) 4 



Sea: u = 8x + 3 du 



= 4 



f du/8 1_ f 

J 741 - u 2 2 ) 



-g- = dx , reemplazando en la integral 
du 



( <u) 2 - U 2 



1 u 

— arcsen + C 

2 AT 



1 *8x + 3 0 

= — arcsen ; + C 



A I 



Hal.lar el valor de c/u de las Sigtes integrales y comprobar 
el resultado por d if erenc iac ion . 



18 



• (—^ = ( 

J x 2 + 2x + 10 J 



dx 



(x 2 + 2 x + 1) + 9 



f dx 

J ( x+ 1 ) 2 + 



efectuando la sustitucion: u = x + 1 -* du = dx en la 

integral se tiene: 



/ • 
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= f du 

J u 2 + 



1 u 1 y + 1 

T = 3 arctg 3 + c = 3 arctg i 4- L+ C 



La Comprobacion queda como ejercicios para ud . 



19 . 



/ 



dy 



3 - 2y - y J 



= /■ 
f d y 

J 4 - ( 4 + 



_djr 



4 - (y 2 + 2y + 1) 



l) 4 



Sea : u = y + 1 



du = dy 

+ C = 



20 



• f du 1 , ' 1 2 + u 

• -JTT^ = - ln I— 

i ln [ 2 r f- Hl + c -{'n lf^l + c 

( dx f dx _ r 

J + 4 x + 3 + 4x + 4) - 1 } /(x + 

Sea: u = x + 2 du = dx 



2 ) 2 - 1 



f /? 



du 



ln | u + /u" 2 - 1 | + C 

ln I x + 2 + /x 2 + 4x + 4 I + 



21 



f dx _ f dx_ 

J /x 2 + 2x -/ /(x + 1 ) 



22 . 



2x y/(x + i) 2 -i 
Sea: u = x + l -*• du = dx, reemplazando en la integral 

J ~ U = ln|u + /r 2 1 1 + C s ln|x+l + /x 2 +2x | + C 

J / u 2 - 1 

f—j* — == r — 

J 2 + 2x - x 2 J 1 - 



dx 

(x - 1) : 
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t 



2 = v 



d v = dt 



■f 



dv 



In 



( Sl9 ) 2 - v 2 2 /l9 

/Tg - 2 + t 



2/5T 



In 



/19 + 2 - 



/l9 + v 

7 n - 



+ c 



+ c 



29 



. f dx s 1 ' dx = 1 f 3dx 

J Ax 2 + 12x + 8 3 /x 2 + ^- + I' 3 j /( 3x + 2 ) 2 + 4 

= r dx 

J /( 3x + 2 ) 2 + 4 



u = 3x + 2 



d u 



= dx 



*. f <*u/3 -i f du 

J /u 2 + 2 2 J XT 2 + ' 



■= In I u + /u 2 + 4 I + 



= T 1 n J 3 x + 2 + / ( 3x + 2 ) 2 + 4 I + 



30 . 



f JJL I f dx 1 f 2d x 

^ Ax 2 - 12x + 7 J >7 2 - 3x + 2- 2 j /(2x + 2 



3 ) 2 - 2 



= r dx 

J /(2x + 3) 



3 ) 2 - 2 



u = 2x t 3 -<• yi = dx 



f- u/2 = \( i-lnlu + /u 2 - 2 I + C 

J /xti 2 1 1 



= j In 1 2x + 3 + /(2x t 3 ) 2 - 2'| + 
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Cuando el integrando es una fraccion cuyo numerador es una expre 
sion de 1 Q grado * mientras que el denominador es una expresion 
de 2° grado o raiz cuadrada de una tal expresion: su solucion 

se precede del siguiente Modfo del numerador se separa la deri 
vada (2ax + b) del denominador .. ■ ; 



f , mX + - — -dx -i 
j ax 2 + bx + C J 



(2ax + b) + (n - 
2a . 2a 



a>i 2 + bx + C 



2a 



ln(ax 2 + bx + C 



c) + (n --21) f ^ 

a J ax 2 + bx + 

y de esta manera se halla una integral directa 



VERIFICAR- LAS SIGUIENTES INTEGRALES, 



f 1 + 2x 

J x 2 + 1 

>luci 

f dx, C 2xdx _ f dx f d ( x 2 t 

J x 2 + 1 J x 2 + 1 j X 2 + 1 J X 2 + 1 



dx = arctgx t ln(x 2 + 1 ) + C 
Soluoidn . 



1) 



= arctgx + ln(x 2 + 1) + C 



•j (2x + 1 )dx _ „ 2 . . , / 2.. 

2. ~ 2 x - I + ln(x + x - 1 ) + C 



X 2 -, 

Solucidn : = — 2 - xdx + 

x 2 -, 



dx 



x 2 -', 



=; j (x 2 - 1) l ^ 2 d(x 2 - 1) 



+ f *2L_ 

/ /x 2 - 1 



». f (3x - ] 

j x 2 + 



= 2(x 2 -I) 1 / 2 + ln(x + X 2 -1) + C 



= — ln(x 2 + 9) - — arctg j + C 



Solucidn 
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f 3 xdx f dx -if d <x 2 + 9) f dx 

J x 2 + 9 J x 2 + 9 * J x 2 + 9 J x 2 + c 



ln(x 2 + 9 ) - -i- arctg ^ *■ C 

3 



/ 



- 3 s 2) dS = - aA - s 2 - 2 arisen ,i t C 
A - s 2 3 



Soluoidn . . 
3 sd s 



/ 3sds - 2 f — I s = 3 f 

J A - s 2 J A - s 2 ; 



I /(9 - S 2 )' ,/2 d(9 -a 2 ) - 2 f ds 



3/(9-s 2 ) s d s - 2 



/• 



ds 



/9 - 



/■ 



9 -s z 



= -3(9 -sV /2 - 2 arcsen j + C 



^ ( x + 3)dx 
J /x 2 + 4 



Soluoidn . 



= /x " 2 + 4 + 3 lnlx + /x " 2 + 4 t + 



f — - + 3 f — d x — = \ /<x 2 + ,)-^d(x 2 + 4) +3 r £ 

/ y/x 2 + 4 J /x* + 4 J 



dx 
+ 4 



= ( x 2 + 4 ) 1 / 2 + 3 ln|x + /P 



+ 4 + C 



f ( 2x - 5 )dx 1 . 7 „ 2 

1 , = , ln(3x 2 




3x - 




j 3x 2 - 2 3 


12 


3x + 


r<, 



+ C 



So lucidn . 

2 xdx 



• L 2 * d * . 5 (__A* = 2 _ f 

J 3x 2 - 2 ) 3x 2 - 2 J 3 x 2 - 2 J 

_ 1 f d(3x 2 - 2) 5_ f 

3 J 3-x 2 - 2 /3 J 



dx 



3x z - 2 

d ( /3 x ) 

(/3x ) 2 - (/2)f 



( /3~x ) 2 - ( /2 ) 2 



2 



3 ln(3x 2 - 2) - A. . _L in 



£k uH \ + c 

•T} ' /3x + /? 



_ ' i _ /i..2 5 /5\_ 3x - /T , J 

- T M* - 2) - -TJ. i. — - *c, 

/ ( x + 3 ) d x l 1/r 2 x , x - 

= - — In ( 6x - x ) - ln ( 

6x - x 2 2 



-) ,+ C 



So luoidn. 



( (x + 3 ) d x f 2 ( 2x ~ 6 1 + 

“ ' J~ 6x 6X 



dx 



1 /"( 2x - 6 ).dx , /■ 

T J . 6« ' n 



dx 



- 6 )d x 
1 ■* ; 6 x 



- 6 x 



dx 



(x 2 - 6 x + 9) - 9 



1 f(2x + S)dx 6 Y 

2 ' x 2 - 6x J (x - 



d x 



3 ) 2 - 9 



= - t- In ( x 2 - 6 x ) - In ^ 

2 I x - 3 + 3 I 



+ C 



/ ( ( 2x + 5 )dx , , 

\ . I = In ( x 

J x 2 + 2x + 5 



2 + 2x + 5) + I* arctg - * — + C 



Soluoidn . 



f (2 * +*> i (5 -- 2 > dx l_ + 3 f 

/ x+2x+5 J x 2 + 2x + 5 Jx 2 +2x+5. 



d x 



. / d(x 2 + 2 x + ‘5 ) 
x 2 + 2x + 5 



+ 3 



dx 



(x 2 + 2x + 1) +4 



f d ( x 2 + 2 x ■+ 5 ) t 3 f dx 

J x 2 + 2x + 5 J{x + 1) 2 + 
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= In ( x 2 + 2x + 5) + — arctg 



x + 1 



+ C 



'• / 



In ( 4x 2 - 4x - 3) + — i- 1 n | 1\ + c 

2 fl „ o 8 16 I 2x + li 



( 1- - x ) d x _ 1 
4 x 2 - 4 x - 3 

So lucion, • 



f- h»* - 


4) + 


(1 


- 








1 f (8x- 


-4 )dx 


if dx 




4x 2 - 


4 x - 


3 










8 J 4 x 2 - 


4x-3 


2 j 4 x 2 -4x 


■ 5" 1 


f d ( 4 x 2 


4 x 


_ 


3) 




if 




4 dx 






' J 


1 ■ 4x 2 


- 4x 




3 




8 J 


(2x 


- I) 2 


4 




: i.-j 


( d ( 4 x 2 


- 4x 




3) 


■f 


i / 


r 


dx 




t. 


‘ 8 J 


4 x 2 - 


4x - 


3 






2 J 


( 2 x 


- 1) 2 - 


4 




1 1 


( d(4x 2 


- 45c 


_ 


3) 


, + 


1 f 


d(2x - 1) 






8 J 


1 4 x 2 


- 4x 


- 


3 




4 J 


(2 x 


- I) 2 - 


4 





10 



= - y in (4 x 2 - 4x - 3) + ~ In \ - 2x - 1 - 2 1 + C 

8 1 $ J 2 x - 1 + 2 1 

/t 5 : 



i -, 2)dx = - l In (1 - 6x - 9x 2 ) + yf In | — | + C 

6x - 9x 2 3x +1 + 2 



Solucidn . 

3 



■/- 



is (- 6 - 18x) *_ ( - 2 + if 

1 - 6x - 9x* 



d x = 



i f (-6 

6 J I - 



-6-18x)dx 



6x-9x‘ 



•'/ 



dx 



1 - 6x - 9 x 2 



= - — d i 1 ~ 6x - 9x 2 ) + f 3 dx^ 

6 J 1 - *?x - 9x 2 3 1-2 + ( 3x + 

= - I f d(1 - 6x - 9x 2 ) + 1 f d(3x + • jj 
6 J 1 - 6x - 9x ? 3 J(3x + l) 2 - 



l ) 2 

1 .) 
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= - ~ in ( 1 - 6x - 9x 2 ) + — 1— in 

6 6 vT 



3x + 1 - /2 



+ C 



11. f j. x . + 2 ) dx = /x 2 + 2x + 21n | x + 1 + 

i VJ717 



3 x t 1 + y/r ^ 

v^T 5 + 2x I + C 



Solucidn . 



j(2x + 2) + □ - 1) 



dx = — 



/x* + 



2x 



i f (2x + 2)dx j 2 f dx 

J /x^ + 2x J /x 2 + 



2x 



i / (x 



— 1/2 

2 + 2x)~ d ( x 2 + 2x) + 2 



l- 



dx 



(X:+ 1 ) - 1 

= (x 2 + 2x ) l J 2 + 2 In | x + 1 + /x7 2 V ,2k I + C 



12 



f (x t 2) 

J v^ 4 *x - X 



2 )d x 

T 



, x - 2 

= - /4x - x 2 + ,4 arcsen( ^ ) + C 



Solucidn , 



■J J 



- -(4 - 2x) + (2 + -) 1 (it „ 

2 2 - _ _1 [ (4 - 2x)dx 

ax - y 



Ax - xA 



f (4 - 2x)dx + 4 (_ 
' J Ax -x 2 ' J 



dx 



= - y ^(4x " x *) d ( 4 x - x 2 ) + 4 



dx 



Ax-x 2 



A/r 



t* - (x - 2) 4 



= - (4x x 2 ) 1 ^ 2 + 4 arcsen(- — ^ + C 



13 



[a? + 



xdx 



6 x - x 
S<? lucidn . 



y ' ■ X ^ J 

• = - / 27 + 6x - x 2 + 3 arc sen ( ) + C 

o 



\ (6 - 2x) + (0 + J) 



dx = - 77 



A 7 + 



6x - x * 



1 f (6 ~ 

2 J ^77 



-2x )dx 



+ 3 



6 x - x 4 



dx 



/ 



27 + 6x -x 
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“ " 7 ( 2 7 + 6x -x 2 }‘ T/2e d (27 + 6x - x 2 .) + 3 



= - (27 + 6x - x 2 ) 1 ^ 2 + 3 arcsen — — 



ft 



14 



( 2x + 2) jx — = 3 / 19 - 5x + 7 + — In 

/ 2 1 

* 19 -5x + x 



So lucidn , 



/- 



| (-5 + 2x ) + (2 + 15.) g 

■ dx - 2 



A 



19 - 5x + x J 






dx 



A 



19 - 5x + x 



= 3(19 - 5x + x 2 ) ,/2 + if ,n x - | + / 9 . 5x + x 2- + 



Solucion . 
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Determinar el valor de C /U de las siguientes integrales, coinpro s 
bar los resultados por diferenciacion, 

(La c-omprobacion se deja como ejercicio). 



r 



17 



18 



( ( 4 x t 3 ) dx _ ( 4xdx ( 3 f dx _ 4 f xdx + 3 f dx I 

J x 2 + l J X 2 + 1 J x 2 + 1 J x 2 + 1 J 

= 2 3 f 15 2 1 n ( x 2 + 1) 

J X 2 + 1 J x 2 + 1 

. f 3x - 4 . dx = 3 [—**2 L 4 (—jl— = | f l d<X> - . A l 

J x 2 - 1 J x 2 - 1 J x 2 - 1 J x 2 -l 



2 +l 

+ 3 arctg x + C 



dx 



x 2 - 1 



| ln(x2 . a) ♦ c 



19 . 



f 1 2 x + 3 ^ d x 2 r xd x + 3 f 

J Jl - 3x 2 i /2 - 3x 2 J 



dx 



fl 



3x 2 



i- J ( 2 - 3x 2 )' l/2 d(2 - 3x 2 ) + 






d( /3x ) 



/(/2) 2 - (/3x) 2 



1 ( 2 - 3x 2 )^ 2 + /3* arcsen — + C 
3 /2 



20 , 



f ^ 4x ~ 1 ^ dx 4 f xdx - f dx 

J /3 + 5x 2 J J 3 + 5x 2 J ,>/ 3 + 5x 2 



■ 4 

10 



f (3 + 5 x 2 )' 



W2 d(3 + 5x 2 ) - 1 



d ( ✓'5'%) 



& JVV/3) 2 V (/5 x) 2 



s — ( 3 + 5x 2 



) 1/2 Lln|/5x + /3 + 5 x 2 | + C 

/5 



21 . 



^ ( 4 x + 5 )dx 



- j<3 - 2x> + (5 + i|-) 



dx = 






3 x - x" 



/T> 



n . ( 3- 2x ) dx I dx 

= _ 2 I - - — + 11 



/ 



/3x - x 2 



/3 x - x 2 



= - 2 J( 3x - x 2 ) l ^ 2 d ( 3x x 2 ) + 11 



/ 0 



d.x_- 



, 2 - (x - 4>‘ 
2 2 



- 4 ( 3 x 



3 

x - 7 

- x 2 ) ^ 2 + 11 arcsen — : — - + C 

2" 



22 



f (x + 2 > dx 

J x 2 - 6x + 



i(2x - 6.) + (2 + 



dx 



x 2 ■- 6x + 5 



23. 



1 f (2x I 6)dx + 5 f dx 

2 J x 2 - 6x + 5 J x 2 - 6x + 



!;i 5 { .■< / \ 



^ d ( x 2 - 6 x + 5 ) + 5 f 

= x 2 - sx + 5 J <* 



dx 



3) z - 4 



1 In ( x 2 - 6 x + 5 ) + -|- |— - 3 - 7 I + c 



r(2x + 2) + (2 - 41 ) 



( 5x + 2 )dx 

/x 2 + 2x + T" 



dx 



/x 2 + 2x + 5 



£ f (2x + 2)dx - 3 dx 

J /x 2 + 2x + 5 ' * / jT 2_ + 2x +"" 



= £ / (x 2 + 2x + 

2 / 



5 )~ l/2 d(x 2 + 2x + 5 ) - 3 

■ »- : • ■ J /(x+1) 2 + 4 



/: 



dx 



= .5 ( x 2 



+ 2x + 5) 1/2 - 3 ln.(x +■ 1 + /x 2 + 2x + 5| 

' ’ ' 1 V j l. ’ *■''*•'* ' 1 



+ C 
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f ( 1 - x )dx 
J /x 2 + 4x + 3 



\ <2x + 4 ) + (1 + j) 



d x 






4 x + 3 



1 f - 2x + 4 ^ dx + 3 f dx 

& + 4x + 3~ J /x* + 4 x + 



25 



= ~ 2 *^^ x2 + 4x + 3)^ 2 + 31n(x + 2 + /x" 5 + 4~x 



7 • ^ ( x 2 +‘ 4x + 3)^ 2 + 3 In ( x + 2 + AT 2 +.4x + 3) + 



j{2x + 1) + (4 - I) 



/x 2 + X + 



/ ( X + 4 )d x 
/x 2 + x + 1 

. 1 T(2x f l)dx . 7 f dx 

2 i " 7 -~ 2 TH 

J /x 2 +x+l J /x 2 + X + 1 

V . ' . . 1 

= 4* / < x 2 + x + l)~^ 2 d(x 2 + X + 1) + 4 f dx 

J yCTTT 2 + 



<^) 2 



= (x 2 + X + l) 1 ^ 2 + In | x + i + /x 2 + X + 1 I + 



26 



r ( 2x + 7 )dx _ f j (4x » 2) + (7 - j) ^ 

J 2x 2 + 2x + 1 * 2x 2 + 2x + 1 

_ i f (4x + 2 )dx + 6 f dx 

2 7 2x2 + 2x+l J 2x 2 + 2x + 1 

= j J" ( 2 x 2 + 2x + l) -l/2 d(2x 2 + 2x + 1) + 4 f ^ — 

2 J(* 4> 2 ♦ 4 
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X t 



27. 



28. 



( 2 x 2 + 2x + 1 ) + 6 arctg C 

-L / ^ 

f j 3x + 8 ) dx 

' /9x 2 -3x-1 



l JL=fjE (18X " 3) + - (8 + IF ) 



Ax 2 - 



x‘ - 3x - 1 



1_ / (18x - 3 )d x 17 

6 J . . * “2 






3x-l 



dx 



/9x 2 - 



3 x - 1 



4 J(9x 2 - 3x -1)' I/2 d(9x 2 - 3x -1) 






dx 



A -i> 2 - <-f > 2 



(9x 2 - 3x - l)' /2 + I?. In x - 4 + / x * 4 )2 ' <-|) 2 ] + 



(a 



(6 - x )dx 



- |(8x - 12) + (6 - II) 



x* - 1 2x .+ 7 



/ 



4 x - 1 2 x + 7 



1 / ( 8 x - 1 2 )d x . 9 

o / * *■— + 2 



Ax 2 



1 2 x + 7 



d x 



Ax 2 - 12x + 7 



-r/ 



(tx 2 - 1 2 x + 7)" V d ( 4 x 2 - 1 2 x + 7 ) + I 



/ M >’4 



- ^ ( 4 >< 2 - 12x + 7) + |-,ln|x - 2 



3 ^ / Al ii 
+ /(x : - ^) 2 - ^ + c 
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APLICACION DE LAS FORMULAS 22-23 
Verificar las Siguientes Integrates 



1 . 



//P 7 



1 dx - i / 



x - 4 - In x + 



/x 2 - 4*1 + C 



So l ucidn. 



2 . 



= J- ,/x2 2 ~ — dx = I J~ / x 2 - 4 dx = -Vx 2 -4 - in |x+/x 2 -4 | + C 
_//4x 2 + 9 'dx =■ j Ax 2 + 9 + -~-ln|2x + /4x 2 + 9| + C 



Soluoidn . 



= //( 2 x ) 2 + 



j + 5 t 



3 2 dx 
du 



Sea: u ? 2x = dx, sustituimos y se tiene : 

2 

= j f /u 2 + T 2 du = i ~ /u 2 + 9 + jj- In | u + /u 2 7~9 | + C 



= /4 x 2 + 9* + Y In 1 2x + Ax 2 + 9~| + C 

3. J/i - 2x - x 2 dx = -- * - / 3 - 2x - x 2 + 2 arcsen • X ~ — + C 
Solucidn , 

Completando cuadrados.se tiene: 

= J A - (x + lT 2 dx = 

u = x + 1 -v du = dx 

. * . J _ u 2 du = y /+ - u 2 + 2 arcsen j + C i 

/l 



z r ^ x + i ^ ^ 

2 x - x + 2 arcsen ~ + u 



4 . 
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So idn . 

Completando cuadrados se tiene: 






2 x + x + 



+ 2 ln|x - 1 + /s - 2 x + x 2 | + C 

x 1 /51c - ^ ~ arcsen(x - 1 ) + C 



2 2 

So Z. uoidn . 

Completando cuadrados se tiene: 



arcsen ( x- 1 ) + C 




9 du 5 ~ . u/u 2 + 9 + In | u + /u 2 + 9j + C 



4x + 4 x 2 + -5- In | 2 x - 1 + /l0-4x + 4x 2 | + C 
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I.- //9x 2 - 1 dx = JA 3x) 2 - 1 dx = i yi/i 



(3x) 2 - 1 d(3x) - 



= “ /( 9 x 2 ) - 1 - In | 3x + /9x 2 - 1 | + 



I • - f + 2x 2 d x = // r/5 ) 2 +~ 



( /2x ) 2 dx 



10 



= — JA7 5) 2 + (/2x) 2 d(*5x) 

/2 , 

= j /I + 2x 2 ' + ^ ln|/2x + /5 + 2x 2 | + 
. f A 4x - x 2 dx = f A - ("x + 



2 ) - dx = 



= //9 - (x + 



2) 2 d(x + 2) = — /5-4x-x 2 + — arcsen ~ — +C 



11 



. J A + 2x + 



x dx 



// ( x + 1 ) 2 + 



4 dx 



x + 1 



/( x + 1 ) 2 + 4 + 21n|x + 1 + /(x + 1 ) 2 + 4 j + £ 



12 



J /H 1 - 8x + 7 dx = Ja 



x - 4 ) - 9dx = 



= - — j— - 8x + 7 - | In | x-4 + /x 2 - 8x + 7 | + £ 



13 



. Jy 4 - 2x - x 2 dx = fVs - ( x + 



l) 2 dx 



— T r — “ A " ~ 2x - x 2 + arcsen — + — ~ + C 

2 2 /r 



14 



. //x 2 - 2x + 8 dx = //7 



x - 1)N 7 dx 



x - 1 



2 /x 2 - 2x + 8 + ~ In I X - 1 + /x 2 - 2x + 8 | + <£ 
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INTEGRACION DE PI FERENCI ALES TRIGONOMETRIC AS 



1° Caso : 

Integrales de la forma : 
n 



f m 

J sen 



X cos 



X d X (1) 



a) Cuando m = 2k + 1 es un numero. impar y positivo' se supone. 

/■ 



m n , / 2k n , , . 

sen xcos xdx = - J sen x cos x d(cosx) = - 



- /( 1 - cos 2 x)^cos n xd(cosx) 



b) Cuando n = 2k + 1 es un numero impar y positivo- se supone:' 



/. 



mi n , 

sen x cos xdx 



/ 

■ /< 



2k n , . 

cos sen xd(senx j = 



1 . 



/ 



(1 -- sen 2 x)sen xd(sen x) 
VERIFICAR LAS SIGUIENTES IJIT EGRA C I ONE S 



sen 3 xdx = ■— cos 3 x - ccsx. + C 



Soluoidn . m = 2k + 1 es impar 

( f * 

J sen 2 x senxdx = J (1 - cos 2 x)senxdx 

* = J senx dx - J cos 2 x senxdx 

= / senxdx + / 



( co sx ) 2 d ( co s x ) = - cosx + 



+ C 



cos 3 x - cosx + C 



, / 

Solucidn : u = C052 $ 



cos 2 4> sen4>d$ = - -y cos 3 $ + C, haciendo: 



■ du = ^sentf d <6 



, /. 



2 o i 7 

~ cos <6 s = - u du = + 

sen 3 6xco s6 xdx = ■— * sen 4 6x + C' 



C = --j cos^cS + C 



24 



Soluci6n : 
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Sea u - sen z 6x ■+■ 



du 



= cos 6x dx 



' * f 3 ^ H - * I , 3 j 1 4 

• • J» T~ - e J “ du = 24" + C = 



1 4 

■jq- sen 6 x + C 






4 * J cos 3 26 sen20d0 = — — cos 4 20 +'C 

8 



Sol uc i6n : 

Sea; u - cos20 — - 



==“ s en 2 0d0 



du = - - u* + C = - i cos*20 + C 



■h 



, ' 1 3 

dx = - ~ co,s x + cscx + C 



5oluci6n : 



n = 2k + 1 impar ' 



= f-££il*-cosxdx = f ±- 
J s e n 4 x J 



d ( senx ) 



■r- 



d(sen x) 



d(senx) 



* y (serjx) ^ d (senx) - y"(senx) 2 d(senx) 



(senx) ^ _ (senx) • 



-3 



-1 



A r* - 1 1 1 

+ c = - + + C 

3 a senx 



= c sex — — esc 3 x + C 



■-/i 



d<J> = sec<}> + co s 4> + C 



Bi s 2k.+ r impar 



■{: 



sen 2 $ 
cos 2 <^> 



sen<J>d$ = 



( 1 -cos 2 ft )d (cos^>) 



cos 



-/- 

- f ±i£°*±l + fd(cos*) 

y cos 2 4> ■' 
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co s <P + C 



cos” 0d(cos<J)) + / d ( d$ ) = 



— — + c o s $ + C = sect}) + cost}) + C 
cost}) 

xdx = - r cos 5 x + - cos 7 ^ + C 



m = 2k + 1 impar y positivo 
= ^ sen 2 x senx cos 4 xdx '= - j{ 1 - CQs 2 x ) co s 4 xd ( cO 
* - / cos'xdtcosx) + / cos 6 xd(cosx) 



8. I sen 3 ■ I- cos 3 x - p- cos 5 x + € 




( 1 - co s 2 x ) 2 d ( cosx ) 



= J d(setix) - 2 ./sen-,d(s„) 



2 3 1 5 

= senx - — sen x + — sen x + c 

3 5 






sen 4 xd ( senx ) 



( y - dy = - 2 /co sy (1 - — cos 2 y + — co^y ) + C 

J /cosy 

Solucldn : 

n = 2Jc + 1 impar positivo 



iSSJC. senydy = - f -^--_c°s 2 y) 

cosy J /cod y 



d ( cosy ) 



■-/ 



(1-2 cos 2 y + cos H y) d(cosy) 

/cosy 

d(cosyl + . 2 |^X a(cosy) . d(cosy) 



/cosy 



/cosy 



:/* 



cosy 



/. 



■ 1/2 



/• 



cos i ' ,t yd(cosy) + 2 J cos ^ 2 yd ( c osy ) - / co s 7/2 yd ( cosy) 



/< 



,.= 7 /2, 



= - 2 cos ^ y 



^ 2 y + -- cos s ^ 2 y - £ cos^ 2 y + C 



5 ~ J 9 

= - 2 CO S ^ 2 ( 1 “ r CO S 2 y + 7T COS^y) + C 



cost 



dt = t- sen 2 ^ 3 t(l - i sen 2 t + ^ sen^t) + C 



f Vi sen t 
5oluci6n : 

n = 2k + 1. impar y positivo 



/ cos tcostdt _ f 

vTlenT " j 

= /- 



( 1 - sen 2 t ) 2 



sen^ 3 t 



d ( sent ) 



(1 - 2 s e n 2 1 + sen 4 t ) . 



sen^t 



d ( sent ) 
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= /sen l ^td(sent) - 2 J sen^ 3 td(sent ) + ^sen^ ly ^td ( sent) 



J sen 2/3 t - J sen 8/ 3 t + ^sen^ /3 t ♦ C 



factorizando se tiene: 



- sen^ 3 {l - - sen 2 t + — sen 4 t) + C 




Calcuiar las siguientes integrates y comprobar los resulta- 
do s por d if er enciac ion (La co mproba c ion se deja como ejerc,i 
c io para ud . ) 

12. f sen 3 20d0 
Solucidn ; 

m = 2k + 1, impar y positivo 

= /^sen z 20 sen20 d0 1 - cos z 0)d(cos20) 

- ~ Y f d(cos20) ' + \ J c o s 2 2 0d ( co s2 0 ) 



nario.net, 



16. 



17 . 



18. 
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udu = i u 2 + C = ~ sen 2 2x + C 



• _ f du - i f 

* * " J U 2 2 J 

f 3 3 

/sent cost 
m = 2k + 1 impar positive 

■+ J sen 2 t sent cos 3 t dt = - ^(1 - cos 2 t )c,os 3 td(cost ) 
= - fc os 3 t d ( cost ) + / cos 5 t d(oost) 

1 4 1 fi 

- - —cost + — cost + C 

4 6 

J cos 3 i sen 2 ^ d <f> = 
n = 2k + 1, impar positivo 
= J cos 2 t cos t sen 2 -t d <(> 







19 . 



20 . 



m = 2k t 1, impar positivo: 

= Jsen^nx sen nx dx = - j { 1 - cos 2 nx) 2 d(ccsnx) 

= ~ ~ f't 1 - 2cos 2 nx + c os **nx ) d ( cosn x ) 

■ - i JaUosux) * | -1 cos * n> .d(c„ s „x) 



-'J 



cos nxd (cosnx ) 



1 2 3 1 5 

- — cosnx + — — cosnx cosnx + C 

n 3n 5n 



J ' cos 3 (a + 



bt )dt 



n = 2k + 1, impar positivo. 
= j cos 2 (a + bt )cos(a + bt)dt 



= ~ j [l- - sen 2 (a + bt)Jd(sen(a + bt ) ) = 

= -£- J^dCsenCa + bt)) ^ J sen 2 (a + b t ) d ( s en ( a + bt)) 



= i sen(a + bt) * sen 3 la + bt ) + C 



f-£lzL dQ . f 

J /send J 

-f 



cos 6 /sen8 
sen ^ 2 0 



d6 



■/ 



cos0 
sen 3/2 0 



d0 



- j/2 

sen 0 co s 0 d 0 



U= sen0 -+ du - cos0 d0 



■ /.- 



3/2 ^ - i/2 ^ ' 1 

du = - 2u +C= 



2 u 



1/2 



2 sen l ^ 2 0 



+ C 



71 



ario.net 



21 



•/- 



sen 3 2 x 



dx = 



?cos2x 

m = 2k + 1 impar y pos.it ivo. 



/ s"6n 2 2x 



sen 2 x dx 



J /c o s 2 x 

d(cos 2x) 



-/ J 



(1 - cos 2xj 
cos^ 3 2x ■ 



sen2x dx 



1 f d(cos 2x) + 1^ f 

^ J cos ( 2 x ) 



cos 2 ( 2 x ) 



cos^ 3 (2x) 



d (cos2x) j 



- i / cos" l/3 (2x)d(cos2x) + J f 5/3 ( 2x )d ( co s2x ) 

- ~ cos 2 ^( 2 x ) + cos*^ 3 (2x) + C 

J tg m xdx p Jctg m 



2do Ca so . 

Integrates de la forma: 



xdx 



El ler paso para proceder a la solucion de este t ipo de in- 
t egrale s es : 

m m -2 2 ^ m ~2 . 2 ^ \ 

tg x = tg x tg'x = tg x ( sec x - 1) 

^ m m-2 2 ^ m 2 , 2 . 

c ctgx = ctg x ctgx = ctg 'x(csc x - 1) 



3er Case : 

Integrates de la Forma: 



J sec^xdxto J csc m 



xdx ) 



Si m es entero positivo par el 'ler paso es escribir: 
sec^x = sec" 1 ^ (x)sec 2 x = (tg 2 x + 1) ^ sec 2 x 

CSC^X = csc m 2 X CSC 2 X = ( Ctg 2 x + 1) J csc 2 x 



*4 1 o Caso. . 

Integrates de la Forma. 
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^ftg m x sec n xdx (6 ^ 



xdx (6 l ctg m x csc n xdx) 



Cuando n es par se procede cbmo en el 3er caso, cuando m es 
impar se procede como del siguiente modo: 



/ 



tg m xsec 



n xd x = ^xsec 11 tgx secx dx 

= j ( se c 2 x - 1 )® 1//2 sec n *x secx tgx dx 

= f ( sec 2 x - 1)* 



6 Jctg m xcsc n xdx = - J 



/ 



2 n - 1 

~ - 1) . sec 

m-1 / v n- 1 



sec x d(secx) 



ctg (x)sec x ctgx esex dx 



( esc 2 x- csc n ^ d(cscx) 



Demostrar las siguientes int e gra c ion e s . 



1 . 



/tg 3 * 



4 2 

d x = 2 ~ t g x + ln cosx + C 



Solucidn . 



: j tg 2 X tgxdx = / (sec 2 x - 1) tgx dx * Jsec^x tgx dx - Jtgx dx 

r 2 f c 

e J tgx sec xdx - J - 



, ^ 2 ^ I d (cosx) »tq X , , I I , „ 

1 tgx sec xdx - J CQSX ~ = —j — + 1 n |. cosx | + C 



/ ctg 3 -* dx ^ - i ctg 2 £ - 3 in | sen || t C 



Solucidn . 



= j ctg 2 J Ctg |dx = /( CSC 2 J - 1 ) c't g J dx 

“ Jc sc 2 j ctg j dx 



/ctg f 



dx 



I) 



/ctg | 



c sg 2 ^ d x 
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Sea: u = ctg ~ ^ - 3 du = esc 2 ~ 



II) 



f ud 

- /ctg | dx = - I 



3 J ud u = - 2 " u + C 



1 = ' f Ctg2 J + C ! 



cos x/3 dx = _ 3 f d ( sen x/3) 
sen x/3 J sen x/3 



= - 3 In J sen x/3 | + C , 



De (I) y (II) se tiene: 
3 



/ctg J J dx = - - ctg 1 | - 3 In j sen x/3| + C 






ctg 3 2x esc 2x dx = — esc 2x — — esc 3 2x + C 
2 6 



Soluoion . 

m es irapar positivo. 



- / 

■/« 






ctg z 2x ctg 2x esc 2 x dx = J (csc 2 2x - 1 ) ctg2xcsc2xdx 



esc 2x ctg 2x csc2xdx 



■-U 



f 



ctg 2x esc 2x dx = 



2 j esc 2xd(csc2x) 4 — Jd(csc2x) 



1 1 

- — CSC 2x - — csc 3 2x + C 
2 6 



r . /_* .1 -*■-» * 



4. Jcsc 1 ' - dx = - :j ctg 1 jp - 4 ctg -jp + 



SoluciSn , 



. / 
■ / 



2 X 2 X j 

esc — esc r dx 



= /(^g 2 r + 



1 )csc 2 r- dx 



ctg 2 ^ esc 2 jjp dx + / esc 2 jp dx 
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= « /ctg 2 -2. d (ctg jp) + 4 J 4sc J d ( — ) 

= j ctg 3 £ - 4 ctg jp + C 

/tg s 30d0 = py tg“ 3 0 - I t g 2 30 + | In | sec 30 | + C 
Soluoion . 

- J’.t g 3 3 0 t g 2 3 0d 0 = f( sec 2 30 - l)tg 3 30de 
= /t g 3 30 sec 2 3 0 d0 - / 1 g 3 30d 0 



I) ] tg 3 30sec 2 30d0 = y J tg 3 30d(.tg 30) = py tg" 30 + C i 



(sec 2 30 - 1) tg39 d9 = - /" sec 2 39 tg39 d0 + ^ tg30d9 




/ tg 3 30sec 2 30d0 = j ft g : 

- / t g 3 30d 0 = - ft g 2 30 . t g30d0 = . 

= -l/t 9 39d(tg39) -f/^f|39) 



dx 



Solucidn . 

Se sabe que sen 2 x + cos 2 x = 1 

| (sen 2 2x + cos 2 2x)dx _ f dx j 

J s en 2 2 x cos 4 2x * J cos 4 2x J sen 2 2x cos 2 2x 

= J sec 4 2 xdx + J csc z 2x sec 2 2xdx 
I) / 5 ec 4 2 xd x = J (tg z 2x + l)sec 2 2xdx 

-A. 2 2x sec 2 2xdx + Jsec 2 2xdx 

= j J tg 2 2xd(tg 2x) + | J sec 2 2xd(2x) = | t g » 2 x+yt g2x+C , 

II) / esc 2 2 xsec 2 2 xdx = ^ c sc 2 2x ( t g 2 2 x t 1 )dx 

= J csc z 2x t g 2 2 xdx + f csc z 2xdx 

/ s en 2 2 xdx f 

+ J esc 2xdx = 

sen 2 2xcos 2 2x 

= i J^sec z 2xd(2x) + - sc 2 2xd ( 2 x ) 



= - tg 2x - j ctg 2 x + C x 
de la solucion de (I) y (II) se t iene : 



/ 

f 



d x 



sen 2 2 xc os 4 2 x 



= 1 tg 3 2 x + | tg 2 x + Jtg 2 x - ~ ctg 2 x + C 



co s 4 xd x 



Solucidn . 



- - - ictg 5 x + C 
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_ f cos'x 1 f , 

- I — — • — — dx = y ctg 

J sen x sen x 

" - ^ctg 4 xd (ctgx ) = - i ctg 5 x + C 

/ sen^ 2 x dk 2 ^ 2^9/2 

TVz — = 5 tg x + 9 tg > 

cos ¥ X 
So lucidn . 

f sen^ 2 x i dx “ f 

J cos V2 x cos^ 2 x 



+ C 



tg^ 2 x sec^ 2 xdx = 



= J tg^ 2 (x) sec 2 x(tg 2 x + 1 )dx 
= J tg^ z x s ec 2 xd x + J tg^ z x sec 2 x dx 
= ^ tg^ 2 xd(tgx) + 



y tg^ 2 xd(tg ^ ) 



= “§- t g 9/2 x + ^-tg 5/2 x + C 



10 



• /tg 3 a 



sec 5 / 2 ada = secret - y sec^a + C 



Solucidn. 



= yt g 2 asec 3 ^ 2 atga . secada = / Uec 2 a-l )sec 3 ^ 2 a,tgasecada 
- y sec 7/?2 ad ( s eca ) - y se c 3 ^ 2 ad ( seca ) = -sec^a- 



. /■ 



„ „ 1 t seeax x 4 , 1 , 1 , 

11 ' J " Tgax dx = - -(ctgax + - ctg 3 ax) + C 

Solucidn . 

1 /cosax 



^ dx = f ( jdlZ ),,dx = f csc " a *dx 
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-f 

■/ 



esc 2 ax . esc 2 axdx 



./ 



(ctg 2 ax + l)csc 2 axdx 



2 2 f 2 

ctg axcsc ax dx + J esc axdx 



■ -'tf 



1 f 
+ a J c 



J ctg 2 axd (ctgax) + — / csc 2 axd(ax) 



-i ctg 3 ax — ctg ax + C 

3 a a 



factorizando se tiene: 

- — ( — c-tg 3 ax + ctgax) + C 

12. /( ctg 2 20 + ctg 4 20)d0 = - -g- ctg 3 20 + C 

SolueiSn . 

= / ctg 2 -2e(i + ct g 2 2e)de = /ctg 2 2ecsc 2 2ede 

= - jJ ctg 2 20d(ctg20) 
l 

= - - ctg 3 26 + C 

b 

13. /(tgbt - ctgbt) 3 dt = (tg 2 bt + ctg 2 bt) + g- lnsen2bt + C 



Soluo-idn . 

= /(tg^bt - 3 tg 2 bt ctgbt + 3t gbt ctg 2 bt - ctg 3 bt)dt 

= /tg 3 bt dt. - 3 /tg btdt-+ 3 / ctg btdt - / ctg 3 btdt‘ 

I) /tg 3 btdt . = /tg 2 bt tgbtdt = /(sec 2 bt - Dtgbtdt 

= /tg btsec 2 btdt - / tgbtdt 
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t g 2 b t '+ 




= — In J senb t | + C . 



ctg 3 btdt 



ctg 2 btc tgb t dt 



-/- 



(csc 2 bt-l)ctgbtdt 



ctgbt csc 2 btdt 



-/ 



ctgbtdt 



= i/c*gb.a<ct ,b«j jlotVbt , 

+ i 1 n I s e n b t I + C w 
b 1 *♦ 

de las soluciones de.(I), (II), (ill) y ( IV ) se tiene: 

/( tgbt - ctgbt) 1 = tg 2 bt + i- In | cosbt | +.1 in |cosbt| + 

J 1 1 

+ - In | senbt | + — ctg 2 bt +■ | ln|senbt| + C 
factorizando y sumando terminos semejantes se tiene: 

= (tg 2 bt + ctg 2 bt) + ~.(ln |cosbt| + In | senbt | )' + C 



2 F (t § 2bt + c t g 2 b t ) + In | senbt . cosbt | + C 



nario.net 



Hallar el valor de c/u de las siguientes integrales y comprobar 
los resultados por dif erenciacion (la comprobacion queda como 
jercicio para ud.) 

14 . J ctg 5 axdx « j'c tg^ax ctg 2 axdx - Jc t g 3 ax( esc 2 ax - 1 )dx 

= j ctg 3 axcsc 2 axdx - j ctg 3 axdx 

I, J ctg 3 axcsc 2 axdx = - |- fetg 3 axd ( ct gax ) = - ^ ctg“ax + C x 

II. - J c t g 3 a x = - j ct g 2 axct gaxdx = - J ( c sc 2 ax - 1 ) ct gaxdx 

= - J ctgax csc ,2 axdx + J ctgaxdx 
if ,, .if d(senax) , 2 1 n 1 

7 J c Igaxd ( ctgax ) + ~ J ■■ sen 7 x " a 77- ct S a * + ~ln | senax | + C 2 

De la solucion de (I) y (II) se tiene: 

1 1 1 * 

5 axd x = c t g 4 ax + -r— ctg 2 ax + - lnlsenax] + C 

4 a. 2 a a 

1 , / sec 6 0d0 = ^$ec^ 0 sec 2 9 d 9 = J (tg 2 0 + l) 2 sec 2 0d0 
_ j (tg 4 0 + 2 tg 2 0 + l)sec 2 0d0 



/ 



/* 



/ 



tg 4 0d(tg0) + 2 Jtg 0d(tg0) + f d(tg0) = 



./< 



* “ tg 5 0 t g 3 0 + t g 0 + C 



16 



. ^ esc 6 | dx = j 

- 1 



esc 4 — esc - dx 



■ /< 



(ctg 2 ^ + l) 2 csc 2 ^ dx 



2 x 



(ctg 4 y + 2c t g 2 y + l)csc 2 y dx 
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17 . 



/« 



= - 2 J ctg 4 y d(ctg y) - 2 J'c 11 ® 2 y d(ctg j) - 2 



Ji d(ctg *) 



• 4 ctg 5 y - ctg 3 y - 2 ctg y + C 



/sec^dt = /j l t . a 2 t + 1 ) sec 2 tdt , f sec 2 tdt + f sec 2 tdt 

' tg 3 t / tg 3 t J. tS* J tg 3 t. 






In |tgt | - y tg t + C = In |tgt | = — i — ■> + 



2tg 2 t 



18 . 



1 ) 2 

sec^xdx 



/ sec 4 xdx _ /* (tg 2 x + 

/tgx J tg 1/2 x 

= /tg*x sec 2 x dx + /tg-^x S 



sec xdx 



J tg ^ 2 xd( tgx) + y tg^Xd(tgx) = g- tg^x + 2 tg l/2 x + 



19 . f(^) 4 dx = f 

> ctgax J 



1/senax ^ 
cosax/senax^ 



dx = y"sec. 4 axdx = ( tg^x + 1 )sec ; 



axdx 



= 7 ^tg 2 axd (tgax) + d(tg ax) = tg^ax + ~ tgax + C 



20 



• /«’ ! 



3 X j 
sec — dx 



2 x . x x , 

sec y tg y sec - dx 



/'«■! 

(sec 2 y - l)sec 2 -■ tg i sec ^ dx 



= j (*^1 * _ 1 2 X _ X _ X : 



= 3 J sec 4 y d ( sec —) - 3 J sec 2 y d ( sec y) = y sec 5 y - sec 3 y + C 






J sec 4 yd(secy) -3 j 

/ dx f (sen 2 3 x + cos 2 3 x)dx T 

sen 4 3 xcos 2 3 x ✓ sen 4 3 ^cos 2 3 x J 



3 3 3 

3 * 



dx f dx 



f dx 

' % 

J sen 



3 x 
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.= / csc 2 3x sec 2 3 x + / esc 4 3xdx = j( ctg 2 3x + 1 ) sec 2 3xd x 
+ f ( c t g 2 3x + 1 ) c sc 2 3xd x 

= f c t g 2 3x sec 2 3xd x + J s ec 2 3x +J^ctg 2 3xcsc 2 3xdx +Jcsc 2 3xdx 
= /csc 2 3xdx + J sec 2 3xdx +' f ctg 2 3x csc 2 3xdx + Jcsc 2 3xdx 
= 2 J esc 2 3xdx + J$ec 2 3x dx + ^ c t g 2 3 xc sc 2 3 xd x 



\ J d ( c t g 3 x ) + j J d(tg3x) ~ \ j 



ctg 2 3xd (ctg3x ) 



J c tg 3x + ~ tg 3x - ~ ctg 3 3 x + C 
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( C 3 c bx 



• ■ / 
Sea u ='Ctg bx 



P«.^ . -|/u 



/ 



) dx = / esc 2 bxct g 2 bxdx 



s en b x 

= esc 2 bxdx 



ji u* ♦ b 



3 F ctg3bx + c 



23 * = /tg 6 <f)d(t) = /tg^sec 2 , - l)d<(> 

- y t g 4 ({> sec 2 <J>d<J> - Jtg 4 (j)dd) = 
x ) ^ tg 4 <J>sec 2 <f>d<j) = ^tg 4 4>d ( t g<|> ) = tg 5 <f> + Cj ’ 



II) - /tg>d* ~ ~ j 



t g 2 c{) ( s ec 2 <f) - 1 )d 4> 



■-/ 



tg 2 <f>sec 2 4> d c|> + 



/ 



+ / tg (Jj d (J> 
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24 . 



25 . 



26. 



27. 



■ -/. 



J sec 2 <J>d<t> - y 



tg z 4)d(tg4>) + / se c 2 cj>d <f> - I d<J> = - tg 3 <f) - + t g <J> - $ + C 



de la solucion de (I) y (II) se tiene: 



/ 

/<!&•<* ■ /' 



( c t g ^ ) 3<i( * > = I tg5,t> ■ T tg3<t> + tg<t> - 4> + c 

4' 



( ) ** d t = / tg 4 at sec 4 atdt = ytg 4 at(tg 2 at+l)sec 2 atdt 



■ /. 



. / 



tg at sec atdt + i t g - at sec atdt = 



/ 



*!/■ 



t g 6 at d ( t g at) + — 7 tg a t d ( t g at) 
a «/ a 



4— tg 7 at + •— i- tg 5 at + C 

7 a 5 a 



r_tgScd iL= r gx (sec 2 x - _n dx = f t| 
J /s ecx J s e c * 1 x J 



dx = ftfex sec*xdx - f tgxdx - 
** i J sec ^ 



= / S 



sec ^ 2 x tgx secxdx - I cos ' senxdx 






- 1/2 



= ^sec ^xd( secx ) + y^cos ^xd(cosx) = sec ^ 2 x + 2cos ^ 2 x + 



/ n' u , f n 

tg xsec xdx = J tg 



xsec 2 x(tg 2 x + l)dx 



=7 



n + 2 2 

tg x sec x 



* / t g n 



xsec 2 xdx 



-/ 

/ 



n + 2 \ f n , , . N _ 1 n + 3 1 n + 1 

tg xd(tgx) + J tg d(tgx) = ^ ~ - tg x + ^^tg x + c 



t g 5 2 e 

sec 3 26 



d0 



■f 



n + 3 

tg 3 20(sec 2 26 -l)d8 
sec 3 20 
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sen 3 20d0 



- [*s!2* ae - f tg 329 . de 

J Sec26 J s ec 3 2 0 



tg26 ( sec 2 2 0 - 1 ) Ja ' 

de ' 

J tg28sec20d6 - J cos20d0 - ^ 



sen 3 20d0 



j f tg20sec20d(20) - J” cos20d(20) - / sen20d(20) 



- J cos 2 2 0d ( co s20 ) 



sec20 - i sen 2 0 + cos20 - -i- cos 3 20 + C 

2 2 2 b 



5 to CASO: 



CALCULO DE INTEGRALES DE LA FORMA 



/. 



m n , 
sen ucos udu 



a) Cuando m, 5 n son numeros impares y positivos, se resuelve co 
mo el 1 er caso . 

b .) Cuando m y n son numeros pares y positivos, se transforma 
valiendose de las siguientes identidades tr igonomet r icas . 

sen u cos u'= — sen 2u 
2 1 

sen u = y ( 1 cos 2u) 
cos 2 u = ~ (1 + cos2u) 
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6 to CASO: 



/ 



INTEGRALES RE LA FORMA 
sen mx cosnx d x ; J sen mx sen nx dx ; J c 



o smx cos n x d x 



para m } n, se utiliza ias siguientes identidades trigo- 



nometricas . 

sen m x cosnx = j [sen(m + n)x + sen(m-n)x] 
sen mx sen nx = j [c‘os(m-n)x - cos(m + n)x] 
cos mx cos nx = — [cos((n - n)x + cos (m + n ) x^ 

Demostrar las siguientes integraciones . 

( 2 „ i * sen 2x x p 

j sen xdx = — - r * + u 



So lucidn . 



-! 



“( 1 - cos2x)dx ^ 



if 

/ dx - k / cos2xd(2x) = 



dx - 



/ 



co s2 xd x 



/ 



sen xdx = -r- x - 

b 



So-lucion . 



2 4 

sen 2.x , sen 4x 



^ ~ sen 2 x + C 



32 



+ C 



= j c 1 ~ - i j d x f cos2x dx+ ^ J cos z 2xdx 

i f i f , 1 f , 1 + cos 4xv, 

= — J dx - — y cos2xd(2x) + — y ( ^ 

i 

= i J dx - i f cos2xd(2x) + g- / <ix + 3^ f cos4xd(4x) 



= — - — sen 2 x + 
4 4 



5 - + — sen4 x 1= -jr x - ^s%n2x +■ sen4x + C 

o 32 8 4 



32 
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cos^x dx = -n- x + 7 - sen 2x + sen4x + C 



^ x ^ sen t ™ . 

Soluci 6 n : 

/cos'xdx = i /(l + cos 2 x ) 2 dx = '£ / dx + J / COs2x dx 

+ jj- ^cos 2 2x dx 

. = _L-/ dx + i- /cos 2 xd( 2 x) + y / dX + 3 F / cos4xd(4x) 



= 2L + i sen 2 x + -y x + T 5 " sen 4x + C 
4 4 8 O 



/. 



c Sx sen 2 x A s en 3 2 x + 3 sen — ^x_ + ^ 

4 . I sen xdx = -yg- " J 48 64 



So lucidn . 



...jin - co s 2 x ) 3 dx - i /dx f /cos 2 'x + f /cos 2 2 xdx 



i/< 



•cos 3 2 xdx 



teniendo en cuenta que . » 

co s 2 2 x = J (1 + cos4x) tenemos: 

= i / dx VT f /cos2xd(2x) ♦ £ /dx ♦ gf / cos4xd(4x) - 
- 1 / cos 2 x(l - s en 2 2 x ) dx 

8 y 

= 1 / ix . / cos 2 xd ( 2 x ) + rl/ dx + 'dr / cos4xd(4x) + 

+ - 1 - /sen 2 2 xd(sen 2 x) - — - /cos?xd( 2 x) 



- x JL S en 2 x + — + — sen 4x + - 5 - sen 3 2‘x - 

- - - — sen/x * 16 64 48 



16 



16 



sen 2 x 
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/. 



5 x 2 X 3 x sen 2 x , 0 
sen 2 j cos j dx = -g - - + c 



Solucidn . 

* 



h 



(1 - cos -^-)(1 + COS -~)dx = — J dx - “ j 



co s 2 xd x 



= T / dx - T / ( 1 + co s2 x )dx 

= t / dx - r / dx + tt / cos2xd ( 2x ) = ir - I + ri sen2x + c 



— - — i- seij 2x + C 
8 16 * 



/ ?~ . x . sen 3 4x sen 8 x ^ 0 

sen 2x . co s 2 xdx = r-r- + T-rrr — + C 



16 



96 



128 



Soluoidn . 



■/§- 



„ (1 - C0s4x)(l + COS4x) 2 dx = -r- 

8 o 



cos 2 4x - cos 3 4x)dx 






cos4x - 



co s 4xd ( 4x ) - ~ /(l + co s 8 x ) dx - 



I / dX + 3T /' 

~ \ J cos4x ^ 1 ~ sen 2 4x)dx 

i /dx + gy Jcos4xd(4x) - ^ / dx “ IT 8 / cos8xd(8x) ’ 

- — / co s4 xd ( 4 x ) + -r— / sen 2 4x cos4xdx 

3 2 ^ o Z J 

f + aT sen4x ' fe “ ITs cos 8x - sT sen 4x + sf sen34x+c 
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7 • J(2-cos 9} d 9 s 1 0 ■ ^senQ + J- ser.20 + C 



So 1 uc i 6n : 



h " h / cos0 de + / cos 2 0d0 = k J d0 - i, J, cos0d0 

+ J /( 1 + cos20 )d9 

/ d0 - 4 / cos0d6 + y /d0 •+ 1 y<:os20d(28; 



= 4 y de - 4 

^0 - 4sen0 + j- 9' + | sen20 + C 



8. /( sen 2 <|> + cos<{i ) 2 d<{i = '+ f- sen 3 * + + c 

8 3 3 2 



Q i 

* 2 9 - 4sen0 + -j- sen20 + C 



Solucidn . 



2 f i 

sen *5 cos<z5 dtf + / cos <frd<|> = 



= ^ sen 4 4>d(J) + 2 Js 
= y (1 - co s2<f> ) 2 d<f) + 2 J" sen 2 <J>d ( sen 0 ) 



♦V/ 

/■ 



( 1+co s2<f) ) d$ 



= ^ ^ d 4> - ~ ^ cos2$d$ + i- y. cos 2 2(J)d0 + 2 J s en 2 4>d ( s en$ ) + 

+ ? / d * + f / cos 24 >d<^ 

= q* - jj- y"co s2 <}>d ( 2$ ) + i ^(1 + cos4({))d(|) 

+ 2 y sen 2 4>d ( sen <js ) + — /d<* + i / cos 2 <J) d ( 2 4) ) 

= / d<t> - j- /cos2<()d (2<)> ) + i / d(f> + /cos4<|>d(4<|>) + 

+ 2 / sen 2 <)>d (sen<() ) + i / d <J> + > 1 / cos 2 <f> d ( 2<)> ) 

'= -f- - 5 - senlij, + -ii- + 1^- sen 4 <}> + — sen 3 * + + 1 sen2<)> + C 
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7 . 2 3j 1 

= g- 9 + j sen (J) + — sen 4$ +. C 



9. f sen2xcos 4 xdx = _ £^li2L + c 

' 4 12 



Solucidn . . *' 

= i J [sen a + 4)x + sen (2 - 4)xjdx = \ / sen6xdx - 

- 1 /‘ 



sen (2x )dx 



12 



/sen 6xd ( 6x ) - -£■ / s en 2xd ( 2x ) = - j|co s6x + y cos 2x + C 



u 



10. J sen 3x sen2xdx = 1522L - sen 5x + c 



10 



lucidn. 



= 2 " / [cos (3 - 2)x - cos(3 +. 2)x]dx = — ycosxdx 

-if- 



cos 5xdx 



1 1 

= — sen x - — sen 5x + C 



/■ 



11. J COS4X co s 3xd x = + linZ* + c 

2 14 



Solucidn . 



= j- y [cos(4 - 3)x t cos(4 + 3 ) x] d x = 
= j ycosxdx + — y cos7xdx 



= y sen * + sen7x + C 
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Hallar el valor de c/u de las siguiente* integrales 
i La comprobacion come ejercicio para Ud . ) 

12. / cos'xdx = i /( 1 + co s2 x ) 2 dx = -■ J dx + y. / cos2xdx 

1 r 2 

+ 4 “ J QO S 2 xdx 

= j- J dx + jj- / cos2xd(2x) + /(I + cos4x)dx = 

= f f dx + i / cos2xd(2x) + 1 fix + jy- ycos4xd(4x) 



= T + T sen2x + f + 3 Y Sen4x + C 



3 1 l 

— x + — sen2x + -^ sen 4x + C 



cos 2 ax) 2 dx = 



f. J cos^axdx = ,-i- ^(1 + c 

= 5 “ + i y 2 cos 2 ax + — ^ cos 2 2 ax 

= V ^dx + -i- co s2 axd ( 2 ax ) + i J (l + cos4ax)dx 

= f [dx + / co s 2 axd ( 2 ax ) + y / dx + /cos 4 axd ( 4 ax ) 



. X . sen 2ax .1 1. 

- 4 - + — 4 ^ + y X + — sen 4ax + C . 



'■/ 

■*/ 

=■ t f dX ~ l / (1 + 



= jj- ^(1 - cos 2 ax)(l + cos 2 ax)dx = 



(1 - cos 2 2 ax)dx 



cos4ax )dx 
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■ ¥ dx - i dx - III / cos4axd ( 4ax ) 



X X 1 I, , . 

4 - T ‘ 32i sen 4ax + c 



/, 



14. I sen 4 — cos 2 ~ d0 



= y / ( 1 - COS2 |) 2 (1 + CO S 2 y )d0 
=. y / ( 1 - c°s 6 - cos 2 0 + cos 3 0 )d 0 



1 ¥ / de ■ j j ° 036 1 y c ° s9 d ® - f / c ° s2e d ® + 



- r / de - r/ cos 0 - j— ^(1 + cos 20 )d 0 + 

. i Jcos9(l - jgen 2 0 )d 0 
8 J ' 

= I / d0 - I / cos0 - IT / d0 - IT / 0 o s2 0d( 2 0 ) 
+ “• ^c os 0 d 0 - j ^ sen 2 0 d ( sen 0 ) 



| | sen0 - iT 0 " 57 sen29 + S’ sen ' 0 



16 



24 



1 s en 3 0 + 



if - 3F sen26 - fr sen 3 0 + c 



15 



cos ’ada = — r Vsen72ada * ^/( 1 -cos4a) 2 da 



f 4 4 i f 

. J sen a cos ada = yg* ys 

= — / da - -i / cos4ada + / cos 2 4ada 

64 j 32 J 64 J 



J da - y 2 ~q J cos ^ ad(4a) = rr- a - — 4-r sen4a + C, 



*> if J da - 158 



64 



128 



nario.net 



11 } 64 / C ° s24ad a = TJs 



/( 1 + 



cos8a ) da 



. 1 
128 



J d(X + 1024 / cos8ad ( 8a ) 



128 + 1024 sen8a + C 2 



a 1 
128 + 102 

de la solucion de (I)., (II) S e tiene: 

3 1 i 



/. 



sen 1 * a cos* ada = 



128 a * 128 sen 4a + To 24 sen8a + c 



16.. J sen 2 xcos s xdx - j /sen 2 2x cos^xdx = 



-il 



s e n 2 2 x ( 1 + cos2x) z dx 



S' Jsen 2* dx + | ^sen 2 2xcos2x dx + jr Jsen 2 2xcos 2 2xdx 



I) 



* / Sen22x dx = /<» -cosi*x)dx - dx - ^ /co»Axd(Ax) 



x sen4x , 

16 64 + G 1 



/ sen 2 2xG°s2xdx « y /sen 2 2xd (sen2x) = -y 

III) g / sen 2 2xco s 2 2xdx - (y - *g-|- sen 8x) + C 
Por Ejercicio 13. 



/ 



de la solucion de (I), (II), (m) S e tiene; 

* 



sen 2 xco s 6 xdx - -ff- - ~ 5 sen8x + if sen32x + C 
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17. /( 1 + cosx) 3 dx * / ( 1 + 3cosx + 3cos 2 x + cos 3 x)dx 

* /dx + 3 / cosxdx + 3 / cos 2 xdx + / cos 3 xdx 

I) /dx +'3 y , coSxdx = x+ 3senx + C l 
II) 3 /cos 2 xdx + /cos 3 xdx = f / (1 + cos2x)dx 

+ / cosx(l - sen 2 x)dx 
* y /dx + j* ycos2xd(2x) + / cosxdx - / 



3x , 3 0 . 1 3 , „ 

— r- + sen2x + senx - — sen x + C„ 

2 4 3 2 



sen xd (senx) 



De la solucion de (I), (II) se tiene: 



5 x 



cosx) 3 dx » -r— + 4 senx + 7- sen2x -7 sen J x + C 



fa, 

. / ( /s en20 - cos20) 2 d0 .■ / (sen20 - 2sen 1 / 2 20 co s 2 0 + co s 2 2 0 ) d 0 

= /sen20d0 - 2 /sen ^ 2 20 cos20d0 + /cos 2 20d0 

* y /sen20d (20) — /sen ^ 2 20d(sen20) + y / 1 + cos4G)d0 



y / sen20d(20) + / sen ^ 2 2 0d (sen20 ) + — / 



d0 + 



+ ^ /os40d(40) 



finalmente integrando se tiene: 



= ycos20 + -| sen 3/2 2 0 + ~ + y sen2 0 + C 
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$( i/co s 9 - 2sen0 * j (cos9 - 4sen9(cos9) 1 /2 + 4sen 2 0)d9 

= J cos9d9 + 4 f {c os9) 1//2 d(cos9) + 2 J( 1 -cos20)d0 
m f cos0d0 + 4 y*(cos9) 1/2 d(cos9) + 2 fdQ -2 J'cos2Q4Q 



finalmente integrando se tiene; 



( /cosQ - 2 sen© ) 2 d8 = sen0 + — (cos9) + 2 0 - sen20 + C 



/ 

(sen 2k - sen3x) 2 dx = J (sen 2 2x - 2sen2xsen3x + sen 2 3x)dx 
= J r, sen 2 2xdx - 2 J sen 2xseri 3xdx J sen 2 3xdx 

= y /(l cos4x)dx - j [co s ( 3-2 ) x - cos(3 + 2)x]dx + 



4 / 



(1 - cos6x)dx 



*= ~ /dx - i J^cos4xd (4x) + y J cos5xd(5x) - j cosxdx + 
+ y J dx j- y~- / cos6xdx 



finalmente integrando se tiene: 



~ “ sen4x + ~ sen5x - senx + ~ sen6x + C 

2 o 5 212 



sen4x , sen5x - sen6x , „ 

k -^g— +— 3 senx - - - - + C 



/ 



(cosx + 2cos2x) 2 dx 



^ (cos 2 x + 



4cosxcos2x + 4coszx)dx 



= f cos 2 xdx + 4 / cosxcos2xdx + 4^ cos 2 2xdx 
= \ /d + cos2x) ix + 2 J [cos (2-1 )x + cos (2 + 1 )x].dx + 

+ 2 ^ ( 1 +cos4x)dx 

= \ / d * + f /cos2xd(2 / x) + 2 / cosxdx +4 / co s 3xd ( 3 x ) 



cos4xd(4x) 



Finalmente integrando se tiene: 



(cosx + 2cos2x) dx = jx + 



- 5.. u. + 2 senx + sen3x + — v*** +C 




!. ■ f (senx '+ cos2x) 2 dx = / (sen 2 x + 2 senxcos2 x + cos 2 2x )d x 

= /s en 2 xdx + 2 / senxcos2xdx + / cos 2 2xdx 
= I j (i - co s 2 x ) dx + j ( sen 3x - senx)dx + J J 

= \ / dx - 4 J > cos2xd ( 2x ) + j y s en 3xd ( 3x ) - / senxdx + 
-'Jdx'+ g- Jcos4xd(4x) 



(l-cos4x)dx 



IN TEGRACION POR SUSTITUCION TR IGON OMET RICAS 

1. Si la integral conti ene el radical /a* - u 2 , generalmente se ha 

ce: 

u'= asenQ, donde /a* - a 2 sen 2 0 = / a 2 ( l-s en 2 0 ) = acos0 

2. Si la integral contiene el radical vu* - a 2 , se hace 

u = asecG, de donde /a 2 s e c 2 0 - a 2 = /a 2 ( sec 2 0 - 1) = atgG 

3. Si la integral contiene el radical Vu 2 + a 2 , se hace 

u = atg0, de donde ^a 2 t g 2 0 + a 2 = /a 2 ( t g 2 0 + 1) = asecG 

En ciertos casos, en lugar de las sust it uc iones trigonometric as 
es preferible emplear las sustit. hiperbolicas cuyo caracter es 
respect ivament e . 



1. 


u 


= asen0 


6 


u 


- atghG 


2 . 


u 


= asecQ 

f 


6 


u 


= acoshO 


3 . 


u 


= at g0 


6 


u 


= asenhG 



DEMOSTRAR LAS SIGUIENTES INTEGRACI ONES 



1 . 




d x 

T77 7 



X 

2 /x 2 + 7 



+ C 



Solucidn . 

de la forma Vu" 2 + a 2 

Sea x = /2 tgG por consiguiente dx = /2* sec 2 0d0 



f /2 sec 2 0d0 _ / 


/2 sec 2 6d6 . 1 


f sec 2 0d0 


; (2tg 2 e + 2 ) J 


(2sec 2 e>^ 2 > 


1 s ec 3 0 
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dG 



~ 2 


J secG 


Como : 


: tgG = 


sen0 


X 



/■ 



1 cosGdG = send + C 



x 

/2 



/x 2 ~ 



f dx 

j (x 2 + 2 



2 >* 2 



+ c 




V2 



ps! 



dx ■ = J /x 2 - 6 + 31n ( x + /x 2 - 6 ) t C 



Soluoidn . 

Empleando la sustitucion hiperbolica: x = /6~ cosh0 por 

consiguiente dx = /S” senhGdG de donde 



r x2<ix r* 

J 1 



x 2 d x f 6 /6~ co sh 2 0 s en hG dG , f cosh 2 6senh6d6 

. / senh0 

/x 2 - 6 ■' /6cosh 2 -6 

* 6 /cosh 2 0d0 



/ 



= 3 I (cosh20 + l)d0 m 3 I cosh2GdG + 3 / d G 



/< 



/< 



y /cosh20d(2e) + 3 J" 



d 0 



senh20 + 30 + C 3 3 senhGcoshG + 30 + C* 
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0 . _ , . x + Jy} ~ 6 

e = co sh 0 + s enh0 = - 



/6 



(Ver en el texto funciones hiperbol icas ) 



donde 0 = In (- 



+ /* 



x 2 - 6 , 



• /T 



30 = 3 In (-* 



/x 2 - 6 ) 

/6 



tendremos en difinitf.va. 



f 



x 2 dx 



/x 2 -6 



/x 2 -6 



/6 /s' 



+ 31n (- 



/x 2 - 6 



/6 



) + C 



/x 2 - 6* + 31n(x + /x 2 - 6) - 31n/6" + C 



= j /x 2 - 6 + 31n (x + /x 2 - 6) + Cj 



donde: C - 3 ln/6 - = Cj es una nueva constante arbitraria 



/ 



dx 






+ C 



Solucidn . 

empleando la sustitucion: 

x = /5" sen0 t entonces dx = /5* cos0d0, se t iene : 



| /s’ cos0d0 


f /5co s 0 d 0 


. i r 


cos0d0 


J (5 - 5 sen 2 d) 3/2 


j (5cos 2 9) 3 / 2 


5 J 


co s 3 0 


if d9 _ 1 f 

5 I 5 J sec 

J c o s 0 


2 9d9 = i tg9 


+ c 




„ X 

Como : sen© = > en 

/5 


el triangulo 


rectangulo se tiene 



x 



tg0 n 



/5 - x 2 



Finalmente tenemos: 
j dx 



< s - «■>* 



+ c 







/• 



A- 



-f/TTv 



+ 2arcsen — + C 



Solucidn . 

empleando la sust . t = 2 sen0, entonces^ dt =■ 2cos0d0 



4sen 2 02cos0d0 



J sen 2 0d0 ' 2 j 



= 4 sen 2 0d0 = 2 (1 -cos 29)d9 



A - 4sen 2 0 
Jd9 -Jcos29d(29) 

= 20 -sen20 =20- 2sen0cos0 + C 



= 2 



Como sen0 = — , en el triangulo rectangulo se tiene 



= 2arcsen ™ ~ 2 . ^ ~ 



+ C 




Solucidn . 

Empleando la sustitucion hiperbolica: 
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x - Sq senhS dx = /s’ coshGdG 



f 



f 8senh 2 0/8~ coshGdG _ f 8/8 s enh 2 0co shGd Q , 
(8senh 2 G + 8) 3 ^ 2 J ( 8co sh 2 0) 3/2 ~ • “ 



f s enh 2 Qco shGd Q _ f senh 2 9 ^ f 

J cosh 3 0 J c o s h 2 0 

= ^(1 ~ sech 2 )d0 = ^ d 0 -Ji 



dG = I t gh 0d 0 



sech^GdG 



= 0 - tgh0 + C 



Como: senhG = en el triangulo 

/gT 



rectangulo se tiene: 



t g9 = 



A 2 + 



0 ua ^ , a X + A 2 + 8 

e = cosh0 + senh0 =~ 



/F 




e = Xb< 5-j£Z& 

AT 



Finalraente se tiene: 



J (x 2 + 



d x 



8 ) 



3/2 



■ = In ( x + /x 2 + 8 ) - lrn/S' + C 



*^x 2 + 8 



= In ( x + oc 2 +8) - 



+ C i 






+ 8 



donde C *= C - ln/F es una constante arbitraria 



( u 2 du 
j (9 - u 2 ) 



3/2 



- arcsen — + C 



/9 , - ' u 2 
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Soluoidn 



2 + /F + 4 

Solucidn . , 

Sea: x = 2tg0* entonces dx = 2sec 2 Gd0 



1 P__sec 2 0dG _ 1 f sec0d0 _ 1 f ^ ^ 

'2 J tg92sec9 2 J tg9 2 J cscede 





A 2 + 4 2, N 1 , , A 2 +4-2 , 1 , r X 2 +4 - 4 

-;.)=— In ( ) = 7 In [ 



x(2 + x*+/t) 



nario.net 



( 



5 co s 0 d 0 
5 s en 0 /2~5 - 2 5sen 2 0 



f co s 0 d 0 1 f 

J 'sen 05 cos 0 5 J 



d 0 

sen© 




f inalment y e se tiene: 



= i ln(-| - — 5 ' ) + c = i- i n (. L . - . y? . 5 , - * 2 } + c 



1 1 / x 

^ In ( 



-) + c 






d y 



5 + 25 -x" 



y z /y 2 > 7 
Solucidn . 

Sea y .= /7 sec 0 + dy = /f sec6 tg0d0 



7y - 



+ C 



/■ 



/?* sec 0 t g 0 d 0 

7 sec 2 0/7sec 2 0-7 



= / - — s ec9tg0d0 • 1^ A 
' 7 s e c 2 0 /T tg0 7 i £ 

-u 



d 0 



cos0d0 = — sen0 + C 




/Ppj 



y - 

como sec 0 ^ 77 " > eT * el triangulo rectangulo se tiene: 



sent? -IvL - 'j. 



■ . r? 
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finalmente se tiene: 



= ij£HJ + c 

7 y 



10. 



f dx 


•'T ^ 7 + C 








J x 2 /s - x 2 


5 x 








Sea x - /s’ sen0 


■+ d x = /s’ 


co s 0 d 0 






f /S’ cos 0d 0 


. i f 


/s’ co s 0 d 0 


1 ' 


f d 0 


J 5 sen 2 9 /5 - 5 


b 

sen 2 0 ^ 


sen 2 0 v^*cos 0 


' 5 J 


1 sen 2 0 



■ r /■ 



csc 2 0d0 = - c t g 0 + C 




11 



= ' - Y Ctg0 



+ C 



/5 - x 2 
5 x 



+ 



C 





3sec0tg0d0 
2 7sec 3 o/ 9 s e c 2 0 



9 



f 



3sec 0t g0d0 
2 7 se c 3 0 3tg0 



/ 



d9 



2 7sec 2 0 



nario.net 
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if /c°s 2 ed0 54 



- f / (1 + 

/■ 



cos20)d9 = 



54 



/ de + 



+ -jog- / cos 20d ( 20 ) 



ft + if? sen20 + C = if + if sen ®°os9 + C 



A 1 



ccmo -sec0 = 9 - arcsec — , sen0 = 

3 3 x 



9 « 3 
— , COS0 = 

X 



0 . 1 



SlT- + 54 “ sen0cose + c = arcsec — + 



x 



- 9 



+ C 



P 



1 8 x 



, - tf /vs r +■ 2 

12. J o-dt = = _ 



t 

~ - arcsen — + C 

Soluci6n : 

Sea: t = 4sen0 •+ dt = 4cos0d0 



■/- 



/l6 - 



1 6sen 0 4cos8d0 



1 6 s en 2 0 



/ 



1 6 co s8co s 8d 9 
16 s en 2 0 




= Jc tg 2 0d0 = J 



c'tg 8d0 = / ( c s c 2 0 - l)d0 



= J csc 2 0d0 - J dQ 



= - ■ ctg0 - 8 + C 



como sen0 = - — ► arcsen — = • 8, ct 20 = 
■4 4 6 



A 6 - t : 



c t g0 - 0 + C = 



/i6 - t 2 t . „ 

- arcsen — + C 



Hallar el valor de c/u de las integrales (la comprobacion la 
dejamos para ud . ) 



13 



■ f 



x +16 



dx 



Solucidn: j 

Sea: x = 4 tg9 de ddnde: dx! - 4 s e c 2 0 d 9 
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14 . 

15 . 

16 . 

17 . 




como: tg0 = -jj- , tendremos : 



A VX * +16 ^ n 4 A /x 2 + 16 

sec 0 - r , C t g 0 = , CSC0 = 

4 X X 



finalmente se tiene: 

38 -4sec0 + 4 1 n (csc0 - ctg9) + C = x 2 + 16 + 4 ln( 



x + 16 “ 4 



) + C 



. Hln ( ^n + c 



i: 



dx 



& - ^ 
j /100 - u 2 



du 



/• 



dv 



(v 2 - 3) J /2 



f dx 

/ x' AT 2 - 5 
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CAPITULO XIII 



CONSTANTE DE INTEGRACION 



DETERMINACION DE LA CONSTANTE DE INTEGRACION POR MEDIO DE CONDI 

Cl ONE S INICIALES 

La constante de integracion puede hallarse en un caso dado, 
cuando conocemos el valor de la integral para algun valor parti 
cular de la varirable. 

PROBLEMAS . 

Las siguientes expresiones se han obtenido derivando cier - 
tas funciones. En cada caso hSllesela funci 6 n para los valores 
dadas de la variable y de la funcion. 



1) 



df(x) 

- — = x 

dx 

So luoidn . 



3 3 x 



2, f ( 2 ) 



9 



d(f(x)) = (x - 3)dx ■+ integrando tenemos : 



/ d(f (x) ) = f ( x - 3 )dx 



f ( 



x) = f(x - 



3 ) dx = jx 2 - 3x + C 



pero, f(2) = 9 = 2 - 6 + C + C = 13 



la funcion sera: f(x) = - x 2 - 3 x + 13 



n\d(f( X )).^ _ 

2) dx - 3 + X - 5 x 2 , x = 6, f ( 6 ) = - 20 

Solucion . 

d ( f ( x ) ) - (3 + x - 5x 2 )dx, integrando tenemos: 
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Jd ( f ( x ) ) = f ( 3 + x - 5 x 2 ) dx = 3 j dx + /xdx - 5 /x : 



dx 



f (x) = 3x + \ X 2 - | x 3 + C 



Como f ( 6 ) = - 20 = 18 + 18 - 360 + C 



C =. 304 



. “ . la funcion sera f (x) = 3x + ^ x 2 - — x 3 + 304 



3. 



■ d 5 '- y -l = y 3 - b 2 y , y = 2 , f( 2 ) = 0 

d y 

So luoidn . 

df(y) = (y a - b*y)dy, integrando se tiene: 



/ d(f(y)) = j 



(y 3 - b 2 y )dy = J y 3 dy - b 2 Jydy 



{ (y) * 1 y 4 - -j y 2 + c 



Como f(2) = 0 = 4 - -y b 2 + C 



C = 2b ^ 



. * . la funcion sera f (x) = 7 -y* y 2 + 2b 2 - 4 

4. ~ - - sen0 + cos0, 0 = ^* Tr » = 2 . 

So luoidn . 

d f ( 0 ) = ( sen 0 + cos0)d0, integrando tenemos 
/ d ( f ( e ) ) = I (send + cosU)d0 = J sen9d0 + ^cosOdO 
f(0) = - cos0 + sen9 + C 
Como f(y tt) = 2 = - cos(^-) + sen(j) + C 

. j 

-► C = 1 
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/ d « fu „ , f_± 



1 X 

f ( X ) = ■ — arctg *~ + C 
a a 



Como: f(a) = ■—* = “arctg — + C = — arctg(l) + C = 
> za a a a 



2 a 



\ Tf 

a • T 



+ c 



Tt „ H „ IT 

4T + c = 5T " , c = 



. , ^ 1 X IT 

. . La funcion sera: f(x) = — arctg — + - — 

a a 4 a 



8 . - - 5 ~ - bx 3 + ax + 4, x = b, f(b) = 10 

dx 

So lucidn . 

d(f(x)) =* (bx 3 + ax + 4)dx, integrando se tiene: 



/d(f(x)).. ^ ( bx 3 



+ ax + 4)dx = b j x 3 dx + a Jx dx + 4 Jdx 



f (x) - — x 4 + x 2 + 4x + C 



Como: f(b) = 10 = -j~ (b ) 4 + “(b ) 2 + 4 b + C 



C = 10 -- 



- 4b 



. La funcion sera: 



_ t x b 4 ax 2 . . . b 5 ^b 2 

f(x) = Y x + — Mxf io- r -y 



- 4b 



a. «<Ii = /t* + ■ 1 



dt 



/t 



t = 4 , f (4 ) = 0 ’ 



5o luci6n_. 



df ( t ) : “ ( /F + — ) dt, integrando se tiene: 

/t 
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/ df(t) = f(/t + — — )dt = / /tdt + f— = 

' VF ' J /t * 

= /t*dt + / t- ,/2 dt 



f(t) = J- t*' 2 + . 2t* + C 



CO mo f(4) = 0 = j (4) 3 ^ 2 + 2(4) 1/2 + C 



0 = + 4 + C -*> C 



28 

3 



. La funcion sera: 
2 



28 



f(t) = 4 t 3 / 2 + 2t 1 / 2 - 

3 3 



10 , 



df(0) 



d 0 

So lucidn. 



ctg6 - csc^e , 6 = l , f(£) 



df(6) = (ctg9 - csc^9)d0, integrando se tiene: 

Jd f ( 0 ) = j (ctge - c^c 2 e)de = / ctg0d0 - jfcsc 2 0d0 
f(0) = In sen0 + ctg6 + C 



f(j) = 3 = lnsen'y + ctg j + C 



f(0) * In sen6 + ctg© + 3 

Hall a-r de la familia de curvas tales que la pendiente de la tan 



11 . 
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j en 


un‘ 


punto cualquiera 


tiene el valor 


que s e 


indica . 


La 


pendiente de la tg a una curva en. 


un punto 


cualquiera 


e s 


lx 










d x 










lx = 

dx 


: m 


■+ separando las 


variables se 


tiene 






dy 


= mdx, integrando 


se tiene 
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12 . 



13 . 



14. 



15 . 



16 . 



17. 



/ dy = m J 



dy = m J dx — ► y = mx + C, la ecuacion represents una 
familia de rectas. 



lx 

dx 



x -*■ separando las variables se tiene: 



/dy =/ 



xdx + integrando se tiene 



/dy = / 



1 2 

xdx -► y = — x + C, represents una familia de 
parabolas. 



dy 1 

= — -*■ separando las variables' o integrando se tiene 



/ ydy = / 



dy . x 2 
dx y 



/ dx ** y y 2 = x + C, represents una familia de 
parabola s . 

separando las variables e integrando 



/ ydy = P 



dx 



1 2 1 3 

— y .= y x + C, representa la ecuacion 



d,y _ x 
dx 2 

y 



de una familia de parabolas semicubicas 
, separando variable e integrando. 



J y 2 dy = j ^ xdx -► y y 3 * y x 2 + C, representa la ecuacion 
de una familia de parabola senacGbica 



IX = * 

dx 



3x 2 , separando variables e integrando. 



dy = 3 x 2 dx -*• y = x 3 +-C» represents la ecuacion de una 



lx = L- - 

dx y 2 
fy 2 dy = j 



familia de parabola cubicas. 
separando variables e integrando 



dx + \ y 3 = x + C, representa la ecuacion de una 



familia de parabolas cGbicas 
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18 . 



dy _ x 

= “ * separando variables o integrando. 



f y d y = f xdx + ~ y 2 = i x 2 + c = y 
familias de hiperbolas equina t eras. 



2 - x 2 = C, 



19. il'= -JL 

dx x 



, separando variables e integrando 



f *&y * - f ydx — ► x /<Jy • - y / 



rfx xy « - yx ♦ C 



2xy « C « xy * r * Cj 



xy » C, ecuac i6n da un« familia da hiptrbolaa aquillta 
rat. 

i 

2 . 



2o. ll. = 

a2 y 



» separando variables o integrando se tiene 



a 2 J ydy = b 2 j" xdx + ~ y 2 ~ ” 2 



-j- x 4 t C = a 2 y 2 -b 2 x 2 = C , 



familia de hiperbolas. 



21 . 



dy « b 2 x 



dx 



a 2 y 



, separando variables e integrando se tiene: 



/ ydy = - b 2 / 



xdx 



a2 .2 



b 2 , 



2 y = ~T X + c 



a 4 y z + b 2 x 2 = C familia de elipses 



22 ‘ 7x ~ "i - y * separando variables e integrando. 

J(l-y)dy = J d + *)dx — J d y -J" ydy = x dx +J" 



1 2 1 2 
jy = x + -x z + c 



xdx 



x 2 + y 2 + 2x - 2y = C, 



familia de c ir cunf er encias . 
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En c/u de lo's siguientes ejercicios, hallar la ecuacion 
de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es la fun 
cion dada de las .coordenadas y que-pasa por el punto particu 
lar as ignado . 

23. la pendiente de la tangente es; 



dx 



Por lo tanto : ^ = x 



separando variable e integrando se tiene: 



jV = / xdx 



\ X 2 + C 



puesto q-ue la curva pasa por (1,1) 



■ ■ S' * C 






La ecuacion de la curva, es: 



y = 7 x 2 + |- E 2y = * 2 + 1 



24 . —£■ = 4y , P(l, 1) • 
dx 



separando variables e integrando se tiene: 






/ s-vf* 



.lny = 4x + C (*). 



25 



puesto que la curva pasa P°r Hl,l) + las coordenadas de es 
te punto deben satisface- (*) ln(l) ='4 + C -*• C * - - 

por tanto la ecuacion particular de la curva es : 

In ( y ) = 4x - 4 

= 2xy, separando variables e integrando 



h ■ 2 /-f I 



lny = x 2 + C 



(*) 
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puesto que (*) pasa por el punto ’(3,1) 

*+ In ( 1) = 9 + C -*■ C = . - 9 

• ..La ecuaci6n particular de la curva sera: 
In (y ) = x 2 - 9 

26. = - xy, separando variable e integrando 






puesto que (*) pasa por el punto (0,2) 

In ( 2 ) = V G 

la ecuacion particular de la curva sera 
InCy) = - \ x 2 + In ( 2 ) 




dy x + 1 

27 ^ ' dx = "y " — *' se P ara ndo variables e integrando 



28 . 



29 . 



30. 



flX. = — ■— separando variables e integrando 

dx „ y - -k 

J (y - k)dy = f (h - x)dx = j y 2 - ky = hx - j x 2 + C ( * ) 

puesto que (*) pasa por el punto (0,0) 

-v C = 0 . * . La ecuacion particular de la curva es : 

y 2 + x 2 - 2ky - 2hx =0 

- fly . = y fx i separando variables e ^integrando. 
dx 



- j V xdx = ) ny = j x ^ 2 + C 



( * ) 



puesto que ( * ) pasa por el punto (4,1) 



+ m(i) = | (4) 3 ' 2 + c 



16 



. La eciiacion particular de la curva es; 

ln(y) - — x ’/x* ~ 16 = 3 1 n ( y ) = 2 (x fx - 24) 

fiX. £ — X X — ^ separando variable e integrando 



dx 



. 4x 2 - 15 



fc-f- 



4 xdx 



h ln(y) - j ln(4x 2 - 15) + C (*) 



4x 2 - 15 

puesto que (^ ) pasa por el punto (2,1) 
•> In (1 ) = 1 n ( 1 6 - 15) + C * C. - 0 



La ecuacion particular de la curva es : 

In ( y ) = 1 In (4x 2 - 15) 5 2 ln(y) = ln(4x 2 - 15) 



V 2 / 4x 2 -15. 

= In e J - in ( e ) 



= y 2 In ( e ) = ( 4x 2 -1 5 )ln ( e ) 3 y 2 . 4x 2 -15 .? 4x 2 -y 



2 ,,2 _ 



15 
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31 . 



~ x/7 punto (1,3) 

32 ’ "dx" = — punto (1,2) 

x 2 +4 



q q d y - /2 + X 

dx /3 + y * separando variables e integrando 

/ ■ SO 

( 3+y ) ^ 2 dy = /(2 + x) ] ^ 2 dx = j (3 + y) 1 /2 « j (2 +x) 3/2 + C ... (*) 
puesto que (*) pasa por el punto (2,6) 

-* | ( 9 ) 5,2 = t(4 ) 3 /2 + c - c = -11 

* . La ecuacion particular de la curva sera: 

I (3 + y) 3/2 = | (2 + X) 3 / 2 + li E ('3+y)*-(2tx)*f*-19 = 0 

on dy _ f y - 1 

* dx ” V x - 2 * separando variable e integrando 

~ (ttttt* ' fjr^' 1W - ,>U2 ■ h '- 2) ‘ Kq <*> 

puesto que (*) pasa por (3,5) , 

2(4) = 2 + C -*■ C = 2 

* • La ecuacion particular de' la curva serl : , "*• 

2 (y - 1 ) ^ 2 - 2 ( x - 2 ) *^ 2 -2 = 0 
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CAPITULO XIV 



INTEGRAL DEFINIDA 



PROBLEMAS : 



1. Demostrar que j. f(x)dx 

J a 



f h ■ c 

I. f ( x )dx = - I f(x 

J a J b 



) dx 



f: 



f (x) dx = F ( b ) — F (a) = -(F(a) + F(b)) 






f (x) dx 



verificar las siguientes integraciones. 



r a p ■ f a r ( 

. I ( a 2 x - x 3 )d x = a 2 xd x - 1 x 3 dx = a 2 xdx - I 

J Q _ J 0 J Q J Q *Q 

' ■ [t - 2 - !•«'] 

•/V 



x dx 



2 4 4 



3. I — = 1 
J 1 

Solucidn ' 



4 . 



( % ■ [Hi = 

■/. 



lne - In ( 1 ) = 1-0 = 1 



dx 

/ 3 - 2 x ^0 



- 1/2 

( 3 - 2x ) dx 



d u 



U = 3- 2x + - — y = dx 



■L 






i 2 d, 



1 u_^_ 

2 1/2 



1 



= u i/*j l = [-(3-2X) 1 ' 2 ] ] = -l + /3 



2 tdt 



l + t z 

u=l+t 2 +du= 2tdt 

3 



+f 2 ^ = ln{u) ] 



= In ( 1 + t 2 )l = In ( 1 0 ) - In ( 5 ) = 
2 J 2 
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In [(2) (5] - In ( 5 ) ) 



Xn2 + ln5 - ln5 = ln2 

f 2 



+ 1 : — r ) dx 

x+1 



r **dx r. , 

'•-Jo — *J 0 <- - - 

= L x ' dx - /o xdx + Jo * "X 



= [i x 3 - i x 2 + x - In ( x + 1)1 = «§• - In 3 . 

L3 2 Jo 3 



'■£ 






rdx ttt 

= 2 



f 



dx 



£ 



X; 



x f r* 

rarcsen — = r arcsen — - rarcsen 0 



1 nr 

= nr - r j it = — 



8. I (/a" - /x) 2 dx = j (a - 2 /ax + x)dx 



I. | ( /a" - /x ) 2 d x = j 

^0 J 0 

r ( a r 

= al dx - 2/a* I /x dx + I xdx 

Vo Jo Jo 

•«'*T •'*'»* *7*’]’ - T» ! ♦fv-f* 

'• (-TTT'/o <* - 1 * T"+-T ,dx ’[ -* ■{“ T"rr 

]: 

^ ^ dx 

I 3x = 

'0 e 



i x 2 - x + ln(x + 1)1 = 4 + ln(5) 
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= f e" 3x dx = - |( e _3x d(- 3x) = f. i p - 3x l 

J 0 V 0 3 * Jo 



— + T 

3 3 



3e 



11 



. J /2 + 2c o s 6 d0 = /2 f /F + co s 0 d6 = z T" cos 4- 6 d0 
0 "'O J° 2 









i ^ 



4 Jo" cos j9d(j - e) = J 4 sen j 0 



■]*■ 



= 4 £sen - senoj = 4 



/tt/2 


V2 


.tt/2 


I sen 3 xcos 3 xdx = 

0 


| (senx 

J 0 


cosx) 3 dx =| (— 

r . )o 2 


iC /2 




= 7 T 1 sen 3 2 xd x = 
8J 0 


d 0 - 


- cos z 2.x)sen2xdx 


i r /2 i 


j»Tf/ 2 




= g-Jo Sen2xdx - J 


cos z 2x 

0 


s en2xdx 



= r [' F cos2x + g- cos 3 2xJ = J COSTT + i'cos 3 u] 



| [“ Y Cos0 + g- COS^O] — yy 



A/4 r tt/4 /ti/4 

13. I sec 4 ede = I sec 2 0 sec 2 0d0 =1 (1 + tg 2 0)sec 2 0d8 

2 o J o - V 0 

/' 7T/4 r yir/4 

= J sec 2 Odd +| tg r 0sec 2 0d0 = tg0 + — tg 3 0 

o 'o L- 3 Jo 



4 1 ** 

c 1 + — = — 

f 3 3 
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Calc ular el valor de c/u de las siguientes integrales defi- 
.nidas . 

“4 



14 , 



f \ dx - =/ 

J Q /g - 2x J o 



(9 - 2xf 1/2 dx = -1 (9 -2x)' 1/2 d(9-2x) 

£ o 



= [- (9 - 2x) l/2 ]| 



15 



16 



td t 

J 






= -1 + 3 - 2 
<3 



16 



r t (t 2 + 16 ) 1/2 dt, = Y ( 

) 0 2 >0 

i k 

= j^(t 2 + 16 ) V2 J 0 = 5 - 4=1 



(t 2 + 16) ^d(t 2 + 16) 



2 y (t z t 16 ) 



/a 2 - x 2 dx = 



. > \ 



X /~2 2 1 2 

— /a - x '+ y a arcsen 



a 2 . Tra 2 

— - arcsen 1 = — 

2 4 



x1 a = 

a Jo 



17 



• / 0 xe " X dx = - l/ 0 e X d( ‘X 2 ) = [- 2 e ].„ 



=- _ — + — = 0,6839 . . . 
2 e 2 



f 

l . J S ' 



19. sen , — cos 

J 0 2 2 



'0 



— cos d9 = 2 I sen 2 5. d(sen|-) = \ sen 



19 



\CsT 7 lx { 



(1 -)dx = 



2 . 3 

1 



if . 

2j o 



* a 



x - arctg 



1 



1 - 



it _ A -1T 
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PROBLEMAS : 



Hallar el Srea de la superficle limitada por la curva dada, el 
eje x y las ordenadas dadas. Y 
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8 . y = 4 x - x 



Area 




9. 2 y 2 = x 3 , 



x = 0 , x = 2 




Area = 



, ^2 



dx 



n*” \ s 



Hallar el area de la superficie limitada ppr la curva dada, el 
eje de las Y, y las rectas dadas. 



10 ‘ y2 y = 4x ’ y = °> y = 4 




=f f(y)dy = f ~ 

J 0 J 6 

- oa: 



124 



li 



v 



0, . y 



3 




(9y-y 3 )dy = 



.£ 

* s /„ -/, 

■£ 



9 2 y 

y - n 



0 

41 3 



Y^dy 



81 

4 



Area 



■/ "5 ds ■ 



y 3 d y ■ 
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14 . y = 2 COSX 



,tt/2 




15 . y = 2 sen - ttx 

Yi 



r 

= J 2cosxdx = 2 J c 

"I -y 

r y /2 

= I 2 s enx I = 

L i-ir/2 

= 2 [sen-2- - sent- ~j] 



2(sen — + sen “)=2(1+1)=4 



Area 



'r\ 



2sen — TTxdx 







4 r i i 11 

= - [_- cos T irxj 0 

= i[i ♦ i] - ±. 

TT v * J TT 



/ »/* r 

cos 2 xdx = 2*1 

“4 

i r „ i ^ 4 

= - sen 2x! , = 

* L J-tt/4 

< 

if TT 

= — j sen — 

2 L 2 



tt/4 

cos2xd( 2x) 

4 



+ sen 



r[i + i] = 1 
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18. 




Ha liar el Srea limitada por los ejes coordenados y la para- 
bola /x + /y=/a" -*• y = a + x - 2 /ax. 




* 
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INTEGRATION APROXIMADA 



I.- FORMULA DE LOS TRAPECIOS: 



S 0 3 



/: 



f ( X )dx ( 1 ) 



El valor numerico exacto de (1) es la medida del area de la su- 
perficie limitada por la curva. 

y = f ( x ) (2) 



El e j e de las x, y las ordenadas x = a, x = b 

El valor de un area puede determinarse aproximadament e sumando 

trapecios: a saber: 

1 Q ) Dividir el segmento b - a de OX en n partes iguales sea 
Ax la longitud de una 
parte. 

2 Q sea las abscisas suce 
s i va s d e los puntos 
de d iv i s ion . 



x = a, x ,x , • . . x =b 
o 12 n 



y las ordenadas corres- 
pondiente en estos pun- 
tos sea: 




3 a se formaran trapecios usando las extr emid ade s de las ordena- 
das consecutiva por lineas rectas. 

4 Q Se sabe que el 5rea del trapecio es la semisuma de las bases 
por la altura, entonces se tiene: 

u j 

— (y + y )A es area del ler trapecio 
2 o i x i 

~ (y + y )A es area del 2do trapecio 
2 J l J 2 x 



— (y „ + y )A es &rea del e-n^simo trapecio 

2 ^ n-1 n x 
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Sumando obtenemos la formula de los trapecios 



n - 1 



t 7 J )i 
2 n x 



PROBLEMAS . 

Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales 
por la formula de los trapecios, empleando los valores indc- 
cados de A, verificar los resultados efectuando las integracio- 
nes, 

r 10 

i. J ^ . n = 7 ^ 

3 

I 

Solucidn . 

Aqui! A x — 7 1 

El area de que se trata es bajo la curva y = t sustituyen 
do esta ecuaci6n las abscisas x = 3,4,5,6,7,8,9,10; 
se tiene las ordenadas. 

1 1 I I I I .A 

y = T * 4 f 5 ’ 7’ 8 s 9 * 10 
Luego aplicando la f6rmula del trapecio. 

, i iii x i.iiii L_) x i 

Area = A ? = <2 * 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 2 * 10 J * 



1 1 1 1 1 1 1,1 

T + T + T + 6" + 7 + 8 + 9 + 20 






Comprobando por integracion: 

f 10 1 

J = [ ln ]'° = ln(10>- In ( 3 ) = 



= 1.20397 
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r 

J ^4 - x 1 dx ; n = 8 



El area que se trata es bajo la curva y 
_ b - a 8-4 1 



= Jl 



4 - x ' 



8 



• = 0.5 



Haciendo una tabla: 



X 


y 


4 


6 .92822032 


4 . 5 


6 . 6143782 


5 


6.2449979 


5 . 5 


5 . 8094 75 


6 


5 .2915026 


6 . 5 


4.6636895 


7 


3.8729833 


7 . 5 


2 . 7838821 


8 


0 



-*■ Area = (- x 6.92822032 + 6.6143782 + 6.2449942 + 35.75 

+ 5.2915026 + 4.6636895 + 3.8729833 + 2,7838821) 

->■ A = ( 3.4641101 + 6.61 + 6.614 3782 + 6.2449972 + 5.809475 

+ 5.2915026 + 4.6636895 + 3.8729833 + 2.7838821)0.5 

A = 19 . 372509 . 

Corner obacion . 

f t/6*4 - ^ = |1 /64 - x 2 + 32 arcsen(^-)J 

= 32 -arcsen(l) - 2/Tq - 32 arcsen(l) = 32 x y- 

- 1 3.856406 - 32 x J- 
6 

A = 19.65.3995 
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Calcular los valores aproximados de las siguienles integrales 
por la formula de los trapeclos empleando los valores .indicados 



4 



- 4 


dx 

I n = 


1 


1 o a 


+ X 3 


Soluoidn . 


Sea 


1 

y = 

/+ + x 3 


+ A 

X 


*1 

11 

I c 

A 

11 



X 


y 


0 


0 . 5 


1 


0.447 


2 


0.289 


3 


0 . 170 


4 


0 . 121 



Aplicando la formula de los trapecios 
A = (0.25' + 0.447 + 0 . 289 + 0.170 + 0.0605 ) x 1 



4 . 



L 



10 1 - 227 
/l25 - x 2 



dx 



n = 5 



Soluoidn . 

v 2 . _ 10-0 _ 

Sea y - vl25 - x \ ^ 

Haciendo una tabla de valores para x,y 



X 


y 


0 


5 


2 


4 .94609 


' 4 


4 .7768^ 


6 


4.46474 


8 


3 .9365 


10 


2.92402 
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Aplicando la formula de los trapecios tenemos: 

A = (2.5 + 4,94609 +.4.77686 + 4.46476 + 3.9365 + 
+ 1.46201) x 2 = 

A = 44 . 17 

' 8 

x<3x 



I x<3 

) 2 ^4 + 



f 2, + x 4 

So lucidn . 

sea y = 



8-2 



= 1 






+ X 



Haciendo una tabla de valores para x,’y, 



X 


y 


2 


■ i 


3 


. 1.2758736 


4 


1.4736113 


5 


1 . 6 2 74 34 6 


6 


1. 7544116 


7 


1 .8635408 


8 


1.9599916 



Por la formula de los trapecios. 

Area = (0.5 + 1.2758736 + 1.4736113 + 1.6274346 + 

.+ 1.754,41 16 + 1.8635408'+ 0.9799958 ) x 1 
Area =9.47 •”* 



> . x 2 /l6 - x"^ d x ; n = 4 



Solucidn . 
y = x 
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Haciendo una tabla de valores para x; y 



X 


y 


0 


0 


0 . 5 


C.. 9980449 


1 


3.8729833 


1 .5 


7.4411754 


2 


0 



-+ Por la formula de los trapecios 

Area = (0.9980449 + 3.8729833 + 7.4411754) x 0.5 

\ 

Ar ea = ,&. 1 56 



6 . 



xdx 



/To" 



+ x* 



Solucidn* 



Sea : 



y ■ 



Zio +x 2 ' 




Haciendo una tabla de valores para x,y. 



X 


y 


1 


0. 3015113 


1. 5 


0.4101515 


2 


0.4714045 


2 . 5 


0.4938648 


3 


0.4931969 


3.5 


0.4813299 


4 


0.4649905 



por la formula del trapecio se tiefte: 

Area = (0.1507556 + 0.4101515 + 0.4938648 + 0.4931969 + 

+ 0.4813299 + 0.2324952) x 0.5 
Area =1.13 
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I I ) FORMULA DE SIMPSON ( FORMULA PARABOLICA ) 

La formula de Simpson para n, par. es: 

A 



Area = 



PROBLEMAS . 



(y o + 4y, + 2 y 2 + 4y 3 + 2y 4 + .... y n ) 



Calc ul ar por la formula de Simpson, los valores aproximadcs de 
las siguientes integrales, empleando los valores de n indicados, 
Verificar lo s’ ’ r e suit ado s efectuando las integraciones . 

6 

1. I ; n = 6 



f xdx 

r ; n = 

J 4 + x 2 



Sol uc i 6n *: 

El area en cuestion es bajo la curva y « 



4 + x 



6 - 3 = 1 = 0.5 
2 



x 6 

Haciendo una tabla de valores para x,y 



X 


y 


3 


0 . 2 307 692 


3 . 5 


0 ..4 666666 


4 


0.2 


4 . 5 


0.185567 


5 


0.1724137 


5 . 5 


0.1605839 


6 


0.15 



For la formula de Simpson el area* sera: 



Area = ( 0.2307692 + 4 x 0.40666666 + 2 x 0.2 + 4 x 

' i 

x 0.1 85567 + 2 x 0.17241 37 .+ 4 x 0.1605839 + 0.15 ) 

Area = (0.2307692 + 1.866664 + 0.4 + 0.742268 + 0.3448274 + 
+ 0.6423356 + 0.15)0.1666666 



Area = 0.729473 
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Comprobac ion : 

.6 






I 



4 •+ x' 



Y In (4 + x 2 ) 



1 = T ln TV = 0 . S&1965 

J 3 2 13 



8 



/Si -x 2 



dx 



n = 6 



So l uoidn 
= Ar4 



- x 2 
i una 

X 


» - 

tabla de 

y 


2 


7.745 


3 


7.416 


4 


6.928 


5 


6 . 244 


6 


5 . 291 


.7 


3.872 


8 


0 



= 1 



•* por la formula de Simpson el area serd 

Area = y ( 7.745 + 29.664 + 1 3.856 + 24.9.76 + 10.582 + 



+ 15.488) 



Area = 34». 0 6 9 . 



Ver^if icac ion . 
8 



f 



/64 - 



d x 



■& 



/64 - x 2 + 32 arcsen 



= 32 arcsen(l) - /6 0 - 32 arcsen(-) 



= -32 x j - .7.745 - 32 x -|g- = 33.7476 

Calcular los valores aproximados die las siguientes integra- 
les segun la formula de Simpson, empleando los valores de n 
ind icado s . 

'4 

H v 

n = 4 



/ dx 

J 0 A + > 



Solucidn 
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y = 



i 



4-0 



= 1 



Ik + X 4 - 

Haciendo una -tabla de valores para x,y: 



X 


y 


0 . 


0 . 5 


1 ' 


0.447 


2 


0,288 


3 


0.179 


4 


0.121 



■* por la formula de Simpson el ctrea sera: 
Area = 0.333 x ( 0.5 + 1 . 7 88 + 0.577 + 0.718- + 
■- 1. 233 



. f 



4 . J /l 2 6 - xT dx ; n = 4 
1 



So lucidn . 
y s J 1 2 6 - x 3 



5 - a 



x . 4 

Haciendo una tabla de valores para *x, y: 



- 1 



x 


y 


1 


11.180 


2 


10.862 


3 


9.949 


4 


7.874 


5 


1. 



-► por la fSrmula de Simpson el area ser£: 

Area = 0.333 x ( 11.180 + 43.451 + 19.899 + 31. 
Area =35.306 



r^r 

So lucidn 



x 2 dx ; n = 4 

y 



= ¥ 6 + X 2 



5-1 



= 1 



■Haciendo una tabla de valores para x, y: 



mi 



0 . 121 ) 
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£ . 



X 


y 


1 


1.911 


2 


2.152 


3 * 


2.463, 


4 


2 . 799 


5 


3.137 



Por la formula de Simpson el area sera 

Area = 0.33.3 x ( 1.91 1 + 8.611 + 4.927 + 11.196 + 3.137 ) 



Area 
5 



/ 



9.917 



vx* - x dx 



n = 4 . 



So lucidn. Sea v = Yx* - ?T -+ A = — — - — — = 1 

x 4 



Haciendo una tabla de valores para x, y: 



X 


y 


1 


0 


2 ■ 


1 .816 


‘3 


2.881 


4 


3.909 


5 


4.924 



por la f6rmula de Simpson el Irea sera: 

Area = 0.333 x (0 + 7.264 + 5.762 + 15.638 + 4.924) 
Area = 11 . 190 



De sc ompos ic i6n del intervalo de integraci6n en una integral 
definida. 



Se sabe que : 

I f ( x )dx = F( x x ) 



L 



f ( x )dx = F ( b ) 



- F ( a ) 

- F ( x j ) 



cuando (a < x t < b) y 
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r ( i 

* J f ( x )dx + | 



f ( x )dx = F ( x j ) - F( a ) + F(b ) - F(x,) = 
'= F(b) - F ( a ) 



( 

■ J f ( x 

r r Xi & 

ooncluye que : J f(x)dx . I f(x)< j x + / f (x 

a J-a. J 



Pero: f f (x)dx = F(b) - F(a) 

r b 

Se 



)dx 



INTERCAMBIQ DE LIMITES 



Se s a b e , que : 

f b 



V 

J f (x 

i 



Mx = F ( b ) - F(a ) 



f(x)dx = F(a) - F(b) = - (F(b) 



F(a) ) 



pu, , .r 



f (x )dx 



I WTEGRALES IMPRQPias . LIMITES INFINITES 



I). Cuando el Limite superior es infinito. 

'°° /b 

J f(x)dx ; 



r 



J f(x)dx = lim 



b+<x> j - con tal < J ue existe el limite 

3 



II) Cuando el limite inferior es infinite. 

jf f (x)dx - ltm^ ^ f ( x )dx ; con tal que exista el limite 

~ -co a 

HI) Cuando f( x ) e s discontinua: 
ler Caso. Cuajndo la funcion para integrar 



cep 

Si a < b 



es continua para to- 
do los . valores de x entre los- limites 
cion de x = a. 



a y b ; con ex- 
e > 0, se emplea la siguiente definicion. 
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r b ( h 

j f(x)dx = lim I f(x)dx; 

J a A 

a+e 



siempre que exista el limite 



2< 1© Caso : 

Cuando f(x) es continua salvo en x - b ; ,definimos: 

r sh-z 

f(x)dx = lim I ; siempre que exista el limite 
a e+o 'a 

3er Caso : 

Si a < c < b; y f(x) continua salvo en x = c ; entonces, 
siendo e; e' numeros positivos, la integral entre a y b se 

se define : 

rb 



f 



f ( x ) d x = lim / C_e f(x)dx +f b f(x)dx , siempre < 3 ue . los X I 
p -►o 7 a / > 

*rc+e mites exist an. 



1. 



PRO BLEMAS . 

Verificar cada una de las siguientes -in t egr a c ion e s . 
por (I) se tiene que: 



f + C ° dx 

J 0 X 2 + 1 

f~ 12L_ = lim f b — * 2 — W 

J X 2 + 1 b-++°° J Q X 2 + 1 



lim 

b-H-o 



arctg x 



+oo 



dx 



J x/2x 2 - 1 
1 

por (I) se tiene que 



dx 



x/2x 2 



■ = lim 
b++°° 



dx 



x /2x 2 - 1 



-= lim 
b++°° 



1 b 

** x ' ' 



Ji H 



-L 



xdx 



/5 - x 

por el 2do caso de (III) se tiene que: 
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r 



xdx 

/5 - x 



1 in 
£+0 



a 



xdx 



Haciendo 



/5 - x 

x = 5 - u 2 ->dx 



en la integral se tiene: 



1 im 

£->Q 



I 



5-£ 

xdx 

/5 - x 



= llm 
£++0 




llm 



-2 ( 5u 



£+o L 




u 2 ) d u = 

5-£ 

1 



2 udu 



n 



= llm 
£+o 



[-2 Jii )J 


. ix- r. 




£-►0 L 



2(15/5 - /( 5 - x) 3 ) 

3 



= llm 

£->Q 



-2 f ~i 5 /r - /T 3 




15 x 2 




por el 2 a caso de (III) se tiene: 




Haciendo la sustitucion. 



44 

3 



u 2 = 4 - x 2 -* x = A - u 2 
en la integral se tiene : 



dx 



-udu 

A - u 2 




pero: u 2 =4 - x 2 



lira 

£->0 



(- 

4 



u 

A - u * 



>] 



2 

1 



-e 



1 in 
£ 



Ju “ x 2 

- (■" n — > 

4x 



2-e 




1 



5 . 



r+co 

i e 



-ax , 

e dx = 



por (I) se, tiene: e dx - llm 



J. 



b++°° J 0 



r 



-ax 

e dx 



= llm 
b^+°° 



- 4 ' 



e d(-ax) = lira 

b++ 00 L 



1 . / -ax x 

- - ( e ) 



r 

J o 



= lim - — ( tt — 

a ab r 
b->+°° e e L 



6 . 



J A 

por el 2do caso de III se tiene: 



x 2 dx 



- = lim 



x 2 d x 



0 



/a 2 - x 2 £ "°. 



/I 



Haciendo la sustitucion. 

u 2 = a 2 - x 2 • X 2 = a 2 - U 2 dx = 



-udu 



/a 2 - u 2 



en la integral se tiene: 
(a 2 -u 2 )(-udu) 
/a 2 -u 2 



1 im 

e+o JO 



-■ lim 



£-*o / 0 



r 

J n 



/ 2 2 



a - u . du 



= lira - 
£“►0 



K 



i a-e 



2 i* a u 

a - u + — arcsen — 

2 a Jo 



2 2 2 
pero A u = a - x 



lim - 
£+o 



x/a 2 - x 2 a 2 /a 2 - x 2 

: — t arcsen 

2 2 



a-e 



r xdx 

J L (1 + x 2 ) : 
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per (I) se tiene 
+» 



( r 

I xdx . [ xdx 

- i im I 

(1 + x 2 ) 2 b+ + «J^ (1 + x 2 ) : 

Haciendo la sust itucion : 

„ 2 du 

u = 1 + X *+ ~Y - xdx 



en la integral se tiene: 



r 

it: -&L- n 

H- it?]: ■ 



pero u = 1 + x 



1 im 
b-^°° 



/ • 1 l x 1 

lira (- +*-)=-— 

b->°° 1 + b 2 



8 . 



+» 

/+<» 

dx j dx _ 

x 2 + 2x + 2 J (x+l) 2 +l 



a pi tcando el 3er caso de III; 
Como : * °° < 0 < + « 



r r 0 

I _ dx _ j dx + I dx 

J (x + l) 2 + 1 J (x + l) 2 +1 J (x + l) 2 + 1 

—03 —OO ^ q 

r 0 sb 

„ / dx , 1 - / dx 

m J — ; — + lim [ 

(x + l) 2 + 1 b^+«J (x+1) 2 + 1 

o 

[■ 



lim 
an 



= lim 
a ^-00 *- 



arct g ( x + 1 ) 



+ lim|arctg(x + 1) 
-i a b -*°° 



= lim ( arctg( 1 ) - arctg(a + 1)> + lim ( arctg ( b+1 ) - arctg(l) 

b-^°o 
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CAPITULO XV 



INTEGRACION COMO SUMA 



TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL 

Sea f(x) una funci6n contlnua en el intervalo desde x = a, 
hasta x = b. Dividase este intervalo en n subintervalos cuya 
longitud sons 

. Ax , Ax , Ax , ..... Ax 

1 c 3 n 



y elijSnse puntos , uno en cada subintervalo, que tenga las abs 
cisas Xj, x 2 , x^ respectivamente . 

Considerese la suma : ' * 

n 

ftXjJAXj + f(x 2 )Ax 2 + f(x )Ax » XZf(x.)Ax. ... (1) 

n n . «« 1 1 



Entonces, el Calor llmite de 
esta suma cuando ntiende. a 
infinito, y cada subinterva- 
lo tiende a cero es igual al 
valor de la integral defini- 
da; es decir: . 

n 

f(x)dx = lim / f(x)Ax. 

n+°° i=i “ 1 

.... ( 2 ) 
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AREA DE SUPERFICIES LIMITADAS POR CURVAS PLANA 



COORDENADAS RE GT ANGU LA RE S : 

1. El area entre una curva, el eje de las x, y las coordenadas 
correspondientes x = a, x = b, viene dada por la formula 




- X 



2. El area entre una curva, el eje de las y, y las coordenadas 
corf espondiente : x = C, y = D viene dada por la formula: 



Area 



■f: 



xdy .... (A) 




PROBLEMAS 

1) Hallar el area de la superficie limitada por la hiperbola 
xy = a 2 ; el eje de las x, y las ordenadas x ■= a, x = 2a.. 



.2a 



Area 



r2a 



= aUn 



-► A = a 2 |jLn2a - lnaj 
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2 *. Hallar el area de la superficie limitada $>or la Curva. 
y = lnx, el eje de las x, y la recta x = 10. 

‘10 r 10 

lnxdx = x lnx 



Area 



f f 

= 1 lnxdx = x lnx - J 

r v 

= |^x lnx - xj 



A = 10 In 10 



14.026. 




3. Hallar el area de la superficie limitada ppr la curva 

y = xe X , el eje de las x, y la recta x = 4. 

Soluoidn . 

f 4 * 

-+ Area =; 1 xe dx 

^0 



= [ xeX - e l 

= £e X (x - 1)J 

A = 164.8 



4. Hallar el. area total de 
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x = 0, t = 0 
x = a. ft = 1 



En la integral se tiene:' 




a 2 l 3 t 2 ) */* ( 3at 2 dt ) 




t 2 ) 3 l 2 t z dt 



( i ) 



*•«*— »• •“•tltuoU. triaonoBgtrioa. 
t = =•■•; dt -- cosed a , a „ nd , Us n.j,., d , i„ tegl , acla „ 
son ahorar: t = 0 • 0 « 0 * 

t = i ; 9 = i 

en la integral tendremos : 

r /2 

?a | (1 - s en 2 0 ) s e n 2 0 cos 0 d 0 = 3 a 2 P 7 3 Q 2 

J n ° 3a I c °s 3 0sen 2 0cos0de 



. pH/ 2 
l 2 cc 

Jo 



= 3a 2 | cos‘ , 0 sen 2 0 de = 



3a 



2 r 11 / 2 

- (i 

Jo 



Jo 



(1 +cos20) 2 ( l -cos20)d0 



0 +COS20 -COS 2 20 -cos 3 20)d0 



3 a 
8 



(1 +cos40) - 



-£ 

• f */2 , 1 

* J 0 cos20(l -sen 20)d0 t 

, 2 r rv 2 r 7r/2 J 

~|i 0 d9 + ^ j cos20d (20) - ij^da - ij* 

1 f n/2 , fTT/2 "I 

co S 20d(20) +y sen 2 2 0d(seh20) 1 
3a 2 1 0 J 

-g- I 0 + j sen20 - j 9 - { sen*0 - S en20 + Sen 3 29] 11 

A 



h/2 

cos 40 d( 4 e) + 



n/2 

0 
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2 2 h/2 

[y 9 - { senW + ^ sen 20] ^ 

3a 2 7i 
32 

. A = 3 ** 7T es el area de la cuarta parte del hipocicloide 

* . El area total* sera: 



i 



4 A 



_ 4 x 3a 2 TT 3a 2 71 



32 8 

Ha liar las areas de las superfucie limitadas por las si' 
guientes curvas, en c/problema trazar la figura. 



y 2 - 6 x , x 2 = 6y 



->• Area 



(/6t - ~p) dx 



•r 

■£ ^ ** - € 



+ A =i /6x dx 

>0 

Hac iendo : 

du' , 

u = 6x + — = dx 



x 2 d x 



* ■ r_ij“ lfedu - rj 0 * ,<, “ 

* - ft <* - ft »•]! : ft <-‘*>* - ft *’] 




6 

J 0 



A - 2 4 - 12 = 12 



y 2 = 4 x j 2x - y = 4 



- A t = A l ft A 2 ft A 3 



+ 1 ) A , 



= 2 P 2 /xdxT 



[1^/2, 1 8 

l 3 x 'o 3 
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Hallar el area de la superficie limitada pQr la parabola 

y = 6 + 4x - x 2 ; y la cuerda que-une los puntos (-2,-6) y 
(4,6) . 
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4 j * 3 4 

A = (8 + 2x -x )dx = [8x + x - -V] = 36 

-2 3 -2 



10. Hallar el area de la superficie limitada por la parabola 
semi cubi ca y 3 = x 2 ; y la cuerda que une los puntos (-1,1-), (8,4). 

Solucidn : 

ba ecuacion de la cuerda que pasa por los puntos (-1,1), 
(8,4) e s : y - 1 - j (x+1) * y - j ( x +/,) . 

■> El area sera: 



i - x 2 / 3 )dx 

8 f8 



x 2 / 3 dx 



* C ( - 

* ixMi 

* - g ■■ * I * - 1 -•'•L 

» 

A r 2.7 
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11. Hallar una formula para el area de la superficie limitada 

por la hipe'rbola equilatera x 2 - y 2 = a 2 , el eje de las x, 
y una recta trazada del origen a cualquier punto (x,y) de 
la curva. - . 

Sol uci6n : , \ n\ 

+ ba ecuacion de la recta que pasa por - (x^y^ es: 




- — y 2 l 

2y, y J 



= l /y 2 + a 2 + - 

2 y 2 



ln(y + /y 2 +a 2 ') - y 2 - Ina . . ( *) 



como 



x = /y 2 + a 2 ; 



en (*) se reemplaza 



yx + £ ’ 277 y2 



2 2 
x 



a su vez — - =-' £ ; reemplazando en (**) 

y i y 



(**) 



A = ^ + £_. ln( r±2i, . . 

'a -4 m (V s *. 

12. Hallar el 5rea de la superficie 1 imi|tada por la curva. 
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= x(l ± /x“) y la recta x = 4 




2 _ 2 

x y = x - 1, las rectas y =. 1 ; x = 1, x = 4. 
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Los ejes coordenados y las coordenadas del punto (1,1) fdrman 
un cuadrada calcular la razon de la mayor a la menor de las a- 
reas en las que el dividido por cada una de las siguientes cur- 
vas. * * ’ 



14. y = x 
Sol uc i6n : 

lfl El area de A x serl 



A, =J (1 - x 2 )dx=[x- f-] o - 



2do El 3rea de A 2 sera: 

*. -j>- ■ & - i 



La razon - — = -2 
A 2 



15. y - x 

Solucidn : 

12 El Srea de. A Sera 



r a - x^dx . [x - 1 x 5 ] o = i 
j{\ 



2do El area de A 2 sera. 

.1 



y 



- r*V - 1 

" [ I ] 0 5 

A 1 

La razon - — = 4 

A 2 



16. </x + fy = 1 

5oluci6n : 



/7 = 1 - /x' E*- v = 1 - 2/x + x 
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Aj - 3 J "^ 2 cos 8 sen 2 0d0 * ~ pOr e l cjer<.icio N tt 4; donije » s l- 



2 c A. + A. . = 1 + A - 1 ’ 



3tt _ 32 - 3-tt 

32 



32 



3 G La razon 



2 _ 32 - 3tt 



3tt 



18 . y . = sen 
Solucidn : 



TTX 



l u Area de A 2 sera: 

•1 



sen — xdx = 



-x) 



-r t 

2 f 1 Tlx j t TT 

= — I sen — d (—x 

M) 2 2 

A = [- 1 cos 1 x] 1 = i 

2 L- TT 2 Jo Tr 
per o: A T = A x + A 2 = 1 



- A, = 1 - 1 = £_1_L 

1 TT TT 




A j 71-2 



19. y = tg 
So ) uc i 6n : 



TT X 



*■» = -[ tg f xdx = ^J 0 tg T 
r 4 it i * 

A i Lr tf ln cos ~ ’j „ 



xd(jj- X) 



4 ,/T. 

- - ln(— ) 



- — ln /2 + ln2 = . 



= ln 2 ( 1 - -) 
-IT 
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In 2 t- 



i) 




Para cada una de las siguientes curvas, calcular el area de la 
*ujpe*ficie del primer cuadrante limitado por el arco de la cur- 
va <jue va, desde el eje de las y hasta la Ira interseccion con e 
eje de Las x. 

20. xty+y 2 =2 
Solucidn : ^ 

A =| (2 -y -y 2 )dy = 

v 2 v 3 ' 



A * 1 






2 1 y = x^- 8x% 1 5x 
Solucidn : 



( x 3 - 8 x 2 + 15 x ) dx 



& 



63 



15 



15 
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Px r x x i» f" 

-'O ^ ° J 0 

p* x r x x l 71 

= 21 e senxdx = e senx - e cosx 
'-'0 0 

i r x x ^ i 

- 2 " L e senx - e cosxj 



e X sen xdx 



V 

o 



A = 1 t e” ) = 12 . 0704 



-+ A • = 12 . 0704 



2 3. y = e X/,2 cos 2x 
Solucidn : 

, 1 x/2 „ . - 1 x/2 

** A =1 e cos2xdx = r- e sen2x 

^0 2 



1 x/2 0 1 x/2 

= 2 " e sen 2 x - — e cos2 



tt/4 
x/2 



P tt/4 

17 | • x/2 

— I e co s2 x 

16 Jo 



-d 

i r v/ 

X " ieJL 6 

fl q x/2 0 1 x/2 0 1 

- ® sen 2x - — e cos2x 



x/2 

e sen 2xdx 



co s 2 xdx 



tt /4 
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24. y = sen(x + 1) 
Solucidn : 

•TT-1 



T 



A = J sen ( x + l)dx 
'0 



COS ( X + 



”] 



IT-1 



A = - CO S7T + COS ( 1 ) 

= 1 + 0.999 
A = 1.9999 




90° 



P 2 (f VV 

p t <pi ' e l > 



AREA DE CURVAS PLANAS COORDENADAS POLARES 

Sea : 

p - f(9) la ecuacion de la 
cur va; y OP ; ; OD dos radios 
vectores; a, 0 los angulos . 
que forman estos radios y 
el e j e polar 

Aplicando el teoreraa fun 
damental para hallar el a- 
rea entre los dos radios 
vectores y la curva se ten O 

dra: B 

Iro que el area pedida es el Umite de la suma de sectores* 
circulares. 

2 do Sean los angulos centrales de los sectores: 

AQ j , A0 2 , .... etc y sus radios p^ , .... 

Entonces la suma de las areas de los sectores sera: 

T p >. + T P^e 2 + .... + lp*A9 a = ± P*A9. . 

ya que el area de un sector circular = ~ radio x arco. 
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+ J Pi P^ 6 , = J P^ 9 j • J P 2 P 2 A6 2 = l P 2 A9 1 y 3Si SUCeS l 



3ro Aplicando el teoreraa fundamental, 



lim E; | p^ 9 , = P t 

n^co j_ = i -* / a 



Por lo tanto, el area barrida por el radio vector de la cur 
va cuando pasa de la posicion OPj a la posicion OD se da 
por la formula: ^ g 

Area = -I 

-'a 



p 2 d 0 




sust it uyendo se de la ecuacion de la curva el valor de p en 
terminos de 0. 



1.- Hallar el area de la superfieie libitada por el circulo 
p = acos0, y las rectas 0=0; 0 = 60°. 

Soluoidn . 



a 2 I* 73 (1 +cos28) 
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2 . - Hallar el area total de la superficfie limitada por |a gurva 
P - asen20 

So l ucidn . 

La curva p = asen20 es 
simetrica con respecto 
al eje e OY . 

El area total sera 
40AB cuyo limite de 
Int egracion es : 
p = 0 cuando 0 = 



>/ 2 
2 | a 2 




4 A = 2 I a 2 sen 2 20d0 = 2a 2 l sen 2 2 0dG 



rnr/2 
2 1 sei 

^0 



u = 20 ** 



d u 



= d0 






tt/2 



a 2 j s e n 2 u d u = a 



^0 



■r 



Tr/2 

2 \ ( 1 - cos2u) 

2 

0 



du 



4 A 



4a 



d 2 f^ 2 a 2 f 7l/2 a 2(- -ITT 

" ~J du " 2J Cos2udu v = — j^ 1 ‘7 sen 2uJ . 

a 2 r 1 "1^/2 . 2 

= —L 26 - i sen ' 46 J = §- » 



2 

-* VA = ^ 71 

Calc ular el &rea de la superficie encerrada por cada una de 
las siguientes curvas. 



3.- p 2 = 4 sen20 
So l uciun * . 

La curva p 2 - 4 sen20 

simetrica con respec- 
to al eje Ox e 0y . 

• . El area sera; 20AB 
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Puesto que: p = 0 cuando 0 = \ vemos que 9 varla de 0 has 
TT 



ta 



2 -ir/2 p*/2 

A =1 j (b sen29)d0 = 2\ sen20d9 



J 0 






"1 IT /2 

cos 2 6 

J 0 



A = 2 



- A T = 2A = 4 



p = a cos 30 



SoluciOn : 

Por la grlfica de la fig. se ve que el area sera 30AB 



■+• Puesto que p = o cuando 0 - 

7r 

■+ 0 varla desde 0 hasta- - “ . 



■'tt/6 

p 2 d 0 



irr/6 

a 2 co s 2 00d 0 



2 r 

A , JL_| cos 2 39d0 
2 2 \ 



>tt/6 



A a 

rr « ■»- 

2 4 



► Ptt/6 

-i (1 + pos60)d0 

Jn 



t- -r- [ 9 + r sen6e ]" 0 /6 = 




. a -tt 

A t -- 3A = ^ 
5. p 3 a { 1 - cos0) 
SoluciOn : 
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cos20d(20) 



a 2 r 1 1 l 71 

= —[ ® ~ 2senQ + 2 ^ + jj" Sen20 J 



3a tt 



. ’ . A = 2A = ia_f 
T 2 



6.- p = 2 - cos0 p - 3 cuando 0 = u 

Solucldn : p = 3 cuando 0 - tt 

(2 - co s 0 ) 2 d 0 = 



■*r 

r tt r^TT 
= 21 d 0-1 ; 

+ M (l+cos20)d0 

Jo 



(4 - 4cos9 +cos Z 9)d9 



2cos9d9 + 




= 2 f dS -P 2cos9d9 + iP d6 + iP 

TO Jq Jq 



cos2 0d ( 2 0 ) 



-[29 - 2sen9 + 9 +g. sen29] 1f 



9 TT 



0 

9 TT 



■> A = — *> A_ = 2A = 

4 T 2 
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7. Catcular el 5rea de la superflcie encerrada por la siguiente 



curva : 

P = acosQ + b s e n 0 
Solucfdn : 

P .= a cuando 0 = 0° 

' n = b cuando © = IL 
2 

0 haciendo variar 
de 0 hast a tt . 



- < f 

-7n 



(a cos0 + bs«n 0 )d 0 



r" f" 

* al co s6d 9 + bl sen0d0 = 

-'O ^0 




-► A - b ♦ a 



8. Hallar el area de la superficie limitada por la parabola 



p = a/l+cos-0 y las rectas 9 = 0 y 9 =120° 
Solucibn : 



, r 27T / 3 



M d 0 

? J n (1 + co s 0 ) 2 



2 |-2V3 

1 + 2cos0 + cos 2 0 



d0 



Haciendo la sustitucion , 

0 1 - t 2 

tg 7 = t ; cos0 .= 

2 1 + t 2 

en la integral se tiene: 

2 dt 



p2ir/3 — ■■ QX .. 

! i + t 2 ; 

\ i + IL L-- t2) + (i- 



d 0 = 



2 d t 

1 + t * 



-r 



n 



2n/3 

2(1 + t 2 ) 2 dt 
4(1 + t 2 ) 



1 + t ' 



1 + t 2 

a 2 p 271 / 3 

'0 



H (i + t 2 ) 
-'n 



)d t = 



t 3~| 2 tt /3 



t ■ € 
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pero: t g j = t 



_ 3 S’ 






+ A = 0.866025a 2 



9.- Hal la r el area de la supe 

p 2 cos20 = a 2 y las rectas 
Solucidn : 

p it/ 6 2 , r Tx/i 

_ lj a d0 a 2 f 
2J (Cos20 " 2 I S 

-'p Jo 

= ~ — fin ( sec20 +tg20) 



= ~ in ( 2 + /T) = 0.32924a 2 
A = 0 32924 a 2 




10. Hallar el area de parte de la parabola 



es int erceptada entre la curva y el lado recto. o sea la 
cuerda trazada por el foco perpendicular al eje de sime - 
tria . 

Soluci<5n 

-2 9 _ a a 2a 
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A = 2a 



Jci+cose ) 2 L Jo 



tg 3 ~ Htt/2 



A = a 1 [1 +-j] = T a 



CO s 0 ) 2 
k 2 



A 






8 2 
2A = - a 2 



Hallar el area de las sueprficies limitadas por las siguientes 
curvas y las rectas dadas. 



11. P = tg0 ; 6 = 0, 0 = - tt 



Sol uc \6 n 



■*j. 

c 



it/ 4 , 
tg 2 9d0 = 



.tt/4 

( se c 2 8 • - 1 )d0 

'0 

r */4 






sec 0d0 



■si 

. ;[... - - 



A . A - I 

A 2 8 




Solucidn : 



■*£ 



/4 

( secG + tg0 ) 2 d0 



(sec 2 0 + 2 secG tg0 + tg 2 0)d0 
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pr/4 p7T/4 

= sec 2 e +j secGtge + ij 

J 0 J 0 Jo 

i r /4 r 

— J sec 2 0d0 + 1 



m/2 

1 tg 2 ede 



! i v/4 f v/ 4 ■ rV 4 r 

= 2 ) s ec 2 0d0 sec0tg0d8 + — I . sec 2 0d0 _ i I 

Jo 2 Jo 



‘7T/4 

de 



f|- .tg0 + sec0 + J t g 0 - iel 

J o 



a = /r- - 

8 

Calcular- el area que tiene en comun cada uno de las siguien 
tes pares de curvas. ‘ 

13. p « 3cos0 ; p 1 = 1 + cos0 . 

Solucidn : 

El area OAB consta de 2 -partes: una barrida por el radio 
vector P = 1 + cos0 ; 0 varia de 0 hasta tt/ 3 y 

p = 3co s 0 ; 6 varia de tt/ 3 hasta tt /2 . 

0 tt/2 



-** El A = 2 0 AB = 2 x - 

2 



pTi/3 

1 (1 



X (1 +COS0) 2 d0 +2 Xy I 9cos 2 Ode 
tt/2 



P 

(1 + 2cos0 + co s 2 0 ) d0 + |-j (1 + cos 2 0 ) d0 

4/3 



f "/ 

.'3 



pf/3 


r n/3 


5 pi/3 i f 


^tt/3 


=J de + 


21 cos0d6 + 


0 d9 + jl 


cos20d(20) + 


U 


J 0 


■ o 4 


) 



r n/2 _jt, 

ij « - if 

tt/3 J- > 

a = fe 



e/2 

cos 2 0d ( 2 e ) 
tt/3 



0 + 2sen0 + — 0 



1 ■ “P /3 

+ — sen2 0 + 

J 0 



+ Ij 9 + I* sen20] 



tt/2 

tt/3 
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11 il 1 /= 9 

_ + „ 3 t t _ t , . /3 t _ ;1 



5 9 /TT 
- “TT — — /3 

6 8 




14. p = 1 t cos0; p 1 \ 

Solucidn : 

El area OAB consta de 2 partes una barrida. por el radio 

7T 

vector; p = 1 a 1 variar 0 de 0 hasta — y la otra barrida 
por p = 1 + cos0 a 1 variar 9 desde tt/2 hasta tt. 




a = 2-+it+J- 



- 2 - 



15. p 2 = ' 2 co s2 0 ; p = 1 
Solucidn : 

El area de OAB consta 
de 2 partes: 
una barrida por el ra 
dio vector: 
p = 1 al variar 0 de 

0 hasta 7t/6 y la otra 
barrida por : 
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p = 2 co s 2 9 

donde 9 varia de it/ 6 hasta tt/4. 



pTr/6 -.tt/4 

" Area: A = AOAB = 2 I d6 + 4 1 cos20d9 

~'0 Jn /6 

■Jir/6 r Tu/4 

=28 +12 sen 28 

^0 L Jit/6 




/T 



16. p 2 = c os2 9 ; 

Solucidn : 

A = 20AB = 2 



p 2 = sen 2 9 



1 



tt/8 

sen28d0 + 



2 x 



£ 



•tt/4 

c o s 2 9 d 9 
tt/B 



i 



ptr/8 

\ sen29d(29 ) 

0 






tt/4 

cos29d (29) 
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VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUTION 



Sea V el volumen del solido engendrado haciendo girar el pe_ 
cinto piano ABCD alrededor del eje x, siendo la ecuacion de la I 
curva plana DC: 

y - f (x ) | 

ler Paso: dividir el segmento AB en n partes cuya longitud sea: j 

Axp Ax 4 » . . . . ftx y ^acer pasar por c/punto de divisidn con pl£ 

no, perpendicualr al eje x, estos pianos dividen al solido en 
n placas circulares. 

Si dentro del recinto ABCD se construye re ctangulo de base 

Ax,, Ax„ , .... Ax , entonces c/rectangulo engendra un cilindro 

i 2 n 

de revolucion cuando el recinto ABCD se hace girar. 




asi se forma un cilindro corr e s pond i ent e a cada una de las pla-. 
cas circulares. El limite de la suma de estos n cilindros 
(n «) es el volumen buscado. 

2 do Paso : 

Sean y x , y 2 , ... y las ordenadas de. la curva DC en los pun 
tos de division en el eje x. Entonces el volumen del cilindro 
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engendrado por el rectangulo AEFD sera: iry^AXj, y la suma de 

estos volumenes de todo estos cilindros es: 

n 

nYjAxj + ^y 2 Ax + ... + 7Ty 2 A-x = TTy 2 Ax 

n n 1 1 1 

3er paso . 

Aplicando el teorema fundamental (empleando los limites: 

OA = a , OB = b ) 

n r b 

lim T\y 2 . Ax. =1 Hy 2 dx (I) 

n+°° i = i 1 1 -'a 

Por t anto : 

1) El volumen que se engendra haciendo girar alrededor del eje 
x la superficie limitada por la curva, el eje de las x cuya 
ordenadas es x = a, x = b es : 

v x = y 2 dx (II) 

a 

2) cuando OY es el eje de revolucion empleamos la formula: 




Si las ecuaciones de la curva CD se dan en v forma parametri 

ca : , , 

x = f (t ) ; y = 4>(t ) , 



Entonces en (I) se debe sustituir los valores 
y - 4* ( t ) , dx = f'(t)dt y cambiar los limites en t ^ y t 2 * 
Si t = t j cuando x = a; t = 1 2 cuando x = b. 



♦ 
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VOLUMEN DE UN S0LID0 

Cuando una superf icie plana 
gira alrededor de u-n eje en 
en el mismo piano, y este £ 
je no corta a la superficie 
se forma un solido de revo- 
lucion hueco. 

Por tanto cuando gira alr.e- 
dedor del eje x; 




DE REVOLUCION HUECO 




y si gira alrededor del eje y: 



V 

y 



2 „r 



(Vo 



y 1 )xdx 



PROBLEMAS : 

1.- HAllar el volumen de la esfera que se engendra haciendo > gi- 
rar el circulo x 2 + y 2 - r 2 alrededor de un diametro : 



2 . - 



So l ucidn . 

El volumen sera 2 veces el volumen engendrado po*' 0 AB 




Hallar por integracion el volumen del cono truncado que Se 
engendra haciendo girar alrededor de Ox • La superficie li- 
mitada por las rectas. 
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? ? ~ x » y = o ; x = o ; x = 4 
Solucidn : x H 

El Volume n sera: 



V 

x 



V 

x 





69 . 33337T 

217.817 



3-- Hallar el volant del paraboloids de revolucion cuya super 

r gen r d . su eje #1 .l de - 

punto 2 px> •°’ prendid ° ei «*«•?» * ^ 



So l uctrin , 

El volumen engendrado por OAB seri 

-.X 



V x = ' 2r 



2pxdx = Ttpx 3 



V x = ***] 



( 1 ) 



puesto que la parabola 

pasa por el punto (x ,y ) 

l’M' 

* = 2 P*, - P = J ^ 

2 *7 

Sustituyendo (2) en ( 1 ) 




v = r 1J y 2 x . 
x ^ -'ll 
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4 .- Hallar el volumen del solido engendrado haciendo glrar alre_ 

dedor de Oy el arco de la parabola y 2 - 2px 
Soluctdn ; 

■El volumen engendrado por OAB sera: 




pero : come la parabola pasa por el punto (x^y^) se tiene 

2 4 

y i o - y, 

y ! = 2px > = p = 577 - p ‘-^2 

sustituyendo (2) en (1) se tiene que: 



„ ^ 2 
V y = 7 X ^l 



Hallar el volumen del solido engendrado haciendo girar alre 
dedor de Ox la superficie limitada por las siguientes luga- 
res geometricos. 



5.- y = x 3 ; y = 0, x = 2 



Sol ucidn 



»» * *1 



x 6 dx = 



[f*Y 



128 



71 




ario.net 





ario.net 



; y = o 



5 



10 , 



y * e 



* = o,. X 




2 9 

Ya que y = — (16 - x 2 ) ; y el volumen es'dos veces el vo- 



lumes engendrado por OAB * Tenemos; 




v x = i?il o (16 - x2)dx 



/ = ii 

x 16 



V = 4 8 it 
x 



= 48tt 




12. La "bru j a ( x 2 + 4a 2 )y = 8a 3 , y = 0 
Solucidn : 

, . :r . 

? J (x 2 + 4a*)* X • 
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13. 




y los limites de int egra'cion sera: 



-8 = Y cuando x = 00 



0 = 0 " x = 0 ' 



En la integral se tiene: 

i2 l 2asec 2 8d 6 = 0a 3 „ 1 sec 2 6d8 _ 0=9 „| . <*0 



ta‘n | — — — 1 8a 3 tt I 

(t g 2 e+i ) 2 J 0 



8 a ’it 1 

sec'0 ~n sec 2 0 



p/2 

’4 

-A) 



- = 8a 



fr . t ... ^° . s ., 2 . 9 .. ) d9 = 4a 3 lT^' d0 + iJ^cos20d(2e)J 

0 0 ! ' ° 

v r . "lir/i 

-j - 4a 3 ir|0 + j sen2 6 1 * ' 



V . 

= 2a 3 ir 2 + V = 4a 3 iT 2 
2 x 



y 2 (2a - x) = x 3 y = 0, x = a 
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Sol uc i 6n : 



r\ 

x " J 2a 



d x 



f* x 3 d 

"J — 



d x 

a 



puestc que > 0 ; 
siempre : 

■+ int ercamb iamo s 
los limit es de inte- 
gracion y se tiene : 

*° “ 3 dx 



f° X 3 

V = irl 

x J x - 

<1° 

a 




2a 



2 8a \ 

+ 2 a x + 4a + — ^ — )dx 



x - 2a 



V = it{1 (x 2 + 2 ax + 4a 2 ) dx + 8a 
x 

a 



1 



3: 1 dx _} 

x - 2a 5 



r ln ( x - 2a)J 



V = it tea 3 ln ( -2a ) - § 5a 3 - ln(-a) 

x 3 



V = tt { 8a s ln2 - a 3 } 

x ' 3 



V' = 0 . 2 1 1 8ira : 
x 



14 y 2 = (2 - x ) 3 ; ‘ y = 0, x = 0, x = 1 

Solucidn : ' 



V x =n jo (2 - x ); 3 dx J^q ( 8 - 12 x + 6x z - x 3 )dx 

*» 1 



V x ~ n * ^ x ^ + ‘- x ^ - Tf 1 
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V = 3.75TT 

X 





x = 0 



0 = 0 



En la integral se tiene: 
.tt/2 ^ n /2 



tt_ C 2sec 2 0d9 _ £ J 

4 -V i + t g 2 e 2 ^o 



- sec 9d9 
sec 2 0 



r */ 2 

rj, i H*. 



TT / 2 



x 4. 

Hallar el volumen del solido que se engendra haciendo girar 

alrededor de Oy, La superficie limitada por los siguientes 
lugares geometricos. 
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16. y = x 3 ;y.sQ > x = 2 
Solucidn : 

Cuando el rectangulo generico gira alrededor del eje Y , se 
produce placas circulates cuyo volumen es Igual a la dife- 
rencxa entre los volumenes generadosal girar los rectangu 
los ECDF de dimension 2- por dy, y EABF de dimension x por" 
• dy con respecto al eje y es decir el volumen sera: 




So l ucidn . 

\ ■ J ’J 0 - <£>*]•* 
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y 



19 



20 





La ecuacion de la curva 0A de la figura (*) es y 2 = x 3 , 

Hal la r el volumen del solido que se engendra cuando ll su 



perf icie . 

(a) OAB gira alrededor de OX 

(b) OAB gira alrededor de AB 

(c) OAB gira alrededor de CA 

(d) OAB gira alrededor de OY 

(e) 0 AC gira alrededor de OY 
(f.) OAC gira alrededor de CA 
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(g) OAC. £i-ra airededor de AB 

(h) OAC gira airededor de OX 
SoluoiSn . 

a ) 

p- 



= ,r [jr]j 




v = 64 7r 
x 



b) OAB gira airededor de AB: 

El vo lumen pedido sera: 

Dividiendo el area mediante franjas horizontales , cuan'do el 
rectangulo generico de la fig. gira airededor del eje Y se 
produce placas circulares de radio 4-x; de altura dy y de volumen 

rt ( 4 - x ) 2 dy 

*♦ El volumen pedido serS 

r 8 

V = nj . (4 - x) 2 dy 



0 

f 8 

= it \ (4 - y 2 / 3 ) 2 dy 

J 0 



, . „r 

y ^ 0 

= ,[i, 



( 16 - 8y 2 / 3 +y ''I 3 )dy 



v y - *L 16 y - tt y53 + 



1024 



7>*] 




35 



1024 

V = — ■ tt 
y 35 



d) OAB gira airededor de 0Y. 
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tf x 2 ) dy 



- x z ) dy = 




f) OAC gira airededor de CA 




Dividiendo el area mediante franjas horizontales , .cuando 



el rectSngulo generico de la fig. gira airededor del eje 
X se produce placas circulares de radio 8 - y , de altu- 
ra dx y de volumen. 
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h) OAC gira alrededor de OX. 

El rectang ulo generico al girar alrededor de OX se produ 
ce placas clrculares cuyo volumen es igual a la diferen- 
cla entre los volumenes generadas aJL girar. Los rectan- 
gul os . , 

RSTW de dimension 8 por dx y RGJW de dimension y por 
dx 




21. Hallar el volumen del esferoide achatado que se' engendra ha 
ciendo girar alrededor del e j e de las y la superficie limi- 
tada por la elipse: 



So l UC'LOYl . 



b 2 x 2 + a 2 y 2 





y 2 )dx 



V 

V 




y 2 )dx 



V 

y 



2 — TT Tb 2 y 
b 2 L 




b 

o 
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22. De una esfera de radio r se corta un segmento de una base 
de espesor h, demostrar por' integracifin que su volumen es : 

irh 2 ( 3r - h) 

. 3 

So luo idn . ' 

Sea la ecuacion de la esfera x 2 + y 2 := r 2 . 

al girar el rectangulo generico alrededor de OY , se produce 
placas circulares cuyo volumen es igual a la diferencia en- 
tre los volumenes generados al girar el rectangulo RTFE de 
dimension r por dx y RSBE de dimension r - x. 




Hallar el volumen del solido que se engendra haciendo girar 
alrededor de c/u de las siguientes rectas la superficie que 
corta la curva corre s pondien t e . 

2 3. y =? 3 , y = 4 x — x 2 
Solucibn : 

El volumen pedido sera: 

d v = nr 2 h donde: r = (3-r) 2 ; h = dx 
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V v = ‘Ti ( 3r - y) 2 dx 



= M ( 



■r 



v = M ( 



x 3 



Xf 



2x" + 



12 x. + 9 x 



X 
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r. 65 3"| 1250 

= 4*|_8i + 2_l = 1 * 
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25 . y = x ; y=3x-x z 
So1uci6n : 

Las coordenadas de pto . 
B ( x ,y c ) '= B ( x , 3x - x 2 ) 



X ( x , V ) = B ( x , x ) 
Li 



( 1 ) 



Ademas calculemos la 
semivalencia entre las rectas : 

BC , AC 



■* 5£. = S en 45° = 

BA 




-> BC = BA sen 45° 



y BC = y c - y^ = (3x - x 2 - x) } 



de (1) en (2) se tiene: 

2 - « _ 2 x - x 2 



( 2 ) 



BC = (2x - x z )sen45 c 



/r 



En nuestro ejerciclo nos piden el giro de la superficie al- 
rededor de y = x, esto signifies. que el radio de giro serS: 



r * BC = 



2x - x 2 

ST 



Ademas se tiene que: 

sec 45° = ■** dh = /2 d x 

Aplicando la formula para el Volumen se tiene que: 

d ( V ) = Trr 2 h ! 

l 
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* V x ' "J 2 

* / o /T 2 ~'o 

\-'-T - -'if 0r- 16 *f] 

*► V = tt/2' 

x 15 

NOTA: U 

El vo lumen generado por la rotacion de la superficie A(ver 
fig.) alrededor de la recta L, seda por la siguiente formula: 



V = 2 7T ( - 



+ y-b 



A 



). A 



a +1 



2 TT 



(aM + M - bA) 



A 



y x 



a + 1 



A 



a +1 



.i: 



(y C -y L )2dx 



2 6. x + y = 1 ; /x + /y = 1 



So l ucidn , 
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27. 



x /T 






tt/2~ 2 

.2 X 15 



V = TT tf/T 
x 15 



Hallar el volumen del solido que ste engendra haciendo girar 

la catenaria y - (e X ^ a + e X ^ a ) alrededor del eje x; des 

de x = 0, hasta x = b. 1 
Solucidn . 

El. volumen buscado sera: 

'b ■ 



•. ■ -I 

0 

r l 

/ = TTl 

X J 



y 2 dx 



0 



a 2 , x /a -x’/a 2j 
— ( e + e ) d x 



, 2x/a x/a -x/a -2x/a. , 

( e + 2e , e + e . )dx 



= £ £ 

r b 

_ a 2 j ( 2x/a -2x/a 
- t — M (e + e + 

4 -/n 



2 ) d x 



x 4 



x 8 



-do* a< ^ > * 2 




/■** b 

a I -2x/a , /-2x 



*1 



■"■{j e 2x ^ a d(2x/a) -P e 2x ^ a d ( -2x/a ) } + | — tt P dx 

J 0 J n 2 



, ~ir[e 2x/a - e. _2x/a ] b + j^ix] 



a* , 2b /a -2b/a, TTa 2 b 

c 3 17(6 " e ) + — 2 
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Tta 2 b 



x 8 



t 2b /a -2b /a * 
n{ e - e ) + ■ 




28. Hallar el volumen del solid'o engendrado haciendo girar la 

, 3 



:iseide y 



So l uoidn . 



2a - x 



alrededor de su asintota ,x = 2a 
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www.elsoluc 




/-2a 

aj A 



V = 4tt { 2 a I /a 2 - (x - a) 2 

x J o 



f 2a 

dx -1 ( x - a ) /a 2 - ( x - a ) 2 d x } 

-'ft 



[ 2 ‘ S' 



= 4tt 1 2a I (x-a)/2ax - x 2 ' t — (x ’ a) (2ax ' x 



a arcsen 



-J c 



-*M*l 2a 

O 



V = 4ira 3 arcsen ( 1 ) = 27T 2 a 3 
x 



29. Empleando las ecuaciones paramet r ic a s de la hipocicloide 

x = acos 3 0 
. y = asen 3 0 

Hallar el volumen ‘del solido que se engendra haciendolo gi- 
rar alrededor de OX. 

So luci6n\ ' t . „ ^ 




*2tt 

- 67Ta 3 l ( 1- 3co s 2 0 + 3co s 4 0 - cog 6 0 ) sen 0 co s* 0d0 

h/2 



•i; 

1 



2tt 

Sira 3 ! (sen0.cos 2 0 - 3cos 4 sen0 + 3cos 6 0 - 
^tt/2 

cos 8 0sen0 ) d0 
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ario.net 



0 
0 

t/i 

CD 

1 


3 3 n 

— C© 5 3 0 


3 7 

+ — cos 7 0 - 


1 1 *" 

— cos 9 0 

- tt /2 


= & ira 3 ( 105 


- 189 + 


135 - 35. 


32tt a 3 




315 


) = 


105 


. 327ia 3 

10S 









30. Hailar el volumen del solido engendrado haciendo girar una 
arcada de la cicloide . 

x=a( 0 -sen 0 ) 

y = a(l - cos 0 ) 

alrededor de su .base OX. 

Demostrar que si la arcada gira alrededor de OY, el voluraen 
que se engendra es: ^ ^ 

So l ucidn . 

El volumen del solido engendrado haciendo girar una arcada 
de la cicloide sera: 

dV = Tiy 2 dx 
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i' 



V = 7ia 3 I 0 - 3sen0 + — 0 + — sen 20 - sen 0 + 



I sen 3 0 ^ 



2i 



Cuando la cicloide gira alrededor de OY ; su volumen sera: 
V 

— = Vxydx 



V = 2 TTxydx 
donde : 

xy = a 2 ( 9-sen 0 )( 1 -cos 0 ) 
dx = a(l - cos 0 )d 0 



p2lT 

/ = 2 tt I a 3 ( a-sen 0 ) ( 1 -cos 0 ) 2 d 0 




I 



2 tt 



■*> V 5 27ra 3 i (0-20cos0+0cos 2 0-sen0+2sen0cos0-cos 2 0sen0)d0 

0 

V = 2'na i \^- 0 2 - 20sen0 - 2cos0 + ~ 0sen20 + ^ cos20 + 



+ cos 0 + sen 2 0 + ~ cos 3 0 



r 

’o 



-► V = 2na 3 3 it 2 - 2 + 



1^3 tt 2 - 2+ ~+ l+ i+ 2- i~l-i] 
L 4 3 4 3J 



-+ V = 6 tt a v 
x 
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LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA 



PEFIN IC ION : La longitud de arco de una curva se define como el 
limite de la suma de los lados de la poligonal cuan 
do el numero de los puntos de division ti.ende al infinito, al 
mismo tiempo que c/u de los lados tienden a cero. 

1.- LONGITUD DE ARCOS DE CURVAS PLANAS COORDENADAS RECTANGULA 
RES . 

Sea P ( a , c ) , Q(b,d) 



dos puntos de la cur 
va y = f ( x ) dond e : 
f(x); f’(x) conti -■ 
nuas en el intervalo 
a 4 x ^ b ; en estas 
condiciones, la longi 
tud de arco AB se da 
po r : 



y=^d 



x=b 



= X ds ^ + ( 5^ )2 dx 



S =1 ds =| /I + dx . . .(I) 

'AB -'a 

De la misma manera: Si P(a,c); Q(b,d) son dos puntos de 

la curva x = g(y), siendo g(y); g f (y) continuas en el in- 
tervalo c 4 y < d, la longitud del arco AB viene dado por; 



,r „ 

-*ab 



(t~) 2 dy 
dy 



(II) 



2 . - 



LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA DADA EN FORMA PARAMETRICA. 
si P(t = tj); Q(t = t 2 ) son dos puntos de una curva defi- 

nida por la ecuaciones parametricas x = f(t); y = y(t) que 
cumplen las condiciones de continuidad, la longitud del ar- 
co AB viene dado por: 



s =r ds =p/ 

4b Jti 



** j 
dt 



(^) 2 

dt 



dt 



(III) 
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3.- LONGITUD DE ARCOS DE CURVAS PLANAS COORDENADAS POLARES: 



Si una curva viene dada por una eucacion P - 1(9) en coorde 
nadas polares p,0, la longitud S del arco sera: 




3 2 

cuacion es y - x f comprendido entre los puntos (0,0); 
(8,4). 

So luoidn . 



Derivando: 3y 2 =-'2x 



„ _ 2 i»/3 

Sustituyendo y » x 



(1) 

dx 3y 2 

en (1) a fin de tener todo en 



t ertn in o s de x . 



dy - l ~ l l* 

dx “ 3 



y a 

Jo 



4 - 2/3 , 

1 + — X dx 



=j^ (x 2 l 3 + --) : l 2 X l ^ 3 dx 



Haciendo u = x 



l l 3 + i 



•+■ du 






1/3 



dx r du = x dx 



en la integral se tiene: 
s 8 

-i 1 

S = 



jjC x 2 / 3 + |) ^ ^ = 9.07 



-» S = 9.07 
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Hailar la longitud del arco de la parabola semicubica 



- ~ 3 desde el origen (x = 0); hasta la ordenada x = 5a 



a/" - X 

So l uc i.6n . 



derivando : 2ay ^ = 3 X 2 

dx 



in = — d) 

dx 2ay 1 1 ' 



Sustituyendo y = (i!) l / 2 en (1) a fi n de tener todo en termi 
n c s d e x : 

+ 1 (?L\ik 

dx 2 a 



^ 5a 

do . 4 a 



d x 



Haciendo y * 1 + — ■* 1| du '= dx 

- ■ ■ “tP*-- - «* 



■+ S - 



335a 

27 



3 .- Mai J.ar U longitud del arco de la curva cuya ecuacion es : 
x 3 1 

y ~ 6 + Tx desde el P un to de abscisa. x = 1, al punto a 



6 T 7^ 

*b s c is a x = 3. 

So l ucidn . 
derivando , 



dy _ xj 
dx 2 



1 _ 



O 2 2 2 

2x* x 2 



i A 12 

= j 3 jii ^ i dx = r 3 ( i X 2 + ^_ )a 

J l 2 x 2 ' Jl 2 2x 2 



+ 2 x 4 + 1 
. 4 x 4 



dx 



14 

3 



+ £ = 



14 
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2px desde 



Hailar la longitud del arco de la parabola y 2 
el vertice a un extremo .del lado recto. 
Soluc'idn . , • 

derivando: 2y = 2p -> — = — = .... ( 1 ) 

dx r dx 2y 

1/2 

Sustituyendo y = (2px) en (1) se tiene: 

dX = ( _E) 

dx v 2x 



r p r p 


rP 


+ S =1 A + dx =1 / 2x . + p dx =1 /2x + p 


) 2 X r\ V 

~0 0 


2x -o An. 


Haciendo u 2 = 2x + ,p •+■ x 


1 2 

= j (u - P ) ; dx = 


/2 x ' = /u 2 - p \ para 


[ x = 0 ; . u = ± /p" 


1 


x = ‘ p ; u = ± /2~p 



En la integral se tiene: 




■+■ s = + 2. In ( /2 jT + /p") - £- In fp 



S' = + §• ln(/T + 1) + £■ ln/F' - J ln/p* 

■ - s =-f J ^' + 7 ln(1 , + 

Hailar la longitud del arco de la parabola 6y = 
origen al punto (4, 8/3) 

Soluc'idn . 
derivando 

dx 3 , 




dx 

ud u ; 



/2p 

/F 



x 2 desde el 



= 4.98 
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8. Hailar la longitud total de la hipoc iclo id e 

X 2 ' 3 + y 2/3 s a 2[ 3 ' 

Soluoion . 

derivando : \ x ^ y I £X. - q + £lX = _ (Z. ) 1 f 3 

3 3 - dx dx x 



1 J 7 , ,r*/ 5 EZ 

‘ do X 2 / 3 Jo X 2 ' 3 



y 2 / 3 

dx (1) 



Sust it uyendo y 2 / 3 = a 2 / 3 - x 2 / 3 en (l)V.a fin *de tener todo 
en termino de x: 



S = 4 



J l/S^dx = Ma^jV^d* = [ea'/ 3 ,^]; 



= 6a 



■> ' S = 6a 

3 x /a “x/s. 

9.- Rectificar el arco de la catenaria y = — ( e + e ) des 
de x = 0 ; al punto. (x,y). ! 

Soluoidn . 

Derivando ( ~- = j (e X ^ a - e~ X ^ a ) 



■r^T 

■'tr* 



(e 2x/a - 2 + e - 2x/a )dx - 



e 2x/a + 2 + e - 2x/a dx 



e x ^ a d(x/a ) . = 



c - 1 1 / x/a ^ ' x / a \j a P X x/a J/ Xx a P 3 

S - 2J (e + * > dx = 2 -Jo 6 d( a>- 2 J Q 

S = [j- Ce x/a - e- x/a )] X = | (e X/a - e ' X/a ). 

10. Hailar la longitud de una arcada completa de la c i cl o i de. 



x = r arc vers 



y . /$■ 



ry - y 4 



I Soluoitin. 
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z 




Hal la r la longitud en un cuadrante de la curva : 



< t )2/3 + <£> 2/3 = 1 

a b 



So l uoidn . 



3a" 



» — Itt • * li. - + 



3b' 



dx 






(b 2 ») ;/3 

0 ( A ) 2 ' 3 



dx “ 



f(a 2 x) 2 / 3 + (b 2 y) 2 / 3 l 1/2 

L ( a 2 x ) 2 / 3 J 



dx ... ( 1 ) 



Sustituyendo y 2 ^ 3 = b 2 / 3 (l - (i) 2 k) en (1) a fin de ti 
t.odo en termino de x. 



=J* a | ~(a 2 x ) 2 / 3 + 






b 2 ( 1 - ( x/a ) ) 2 / 3 ) 



(a 2 x) 2 / 3 



3 



1/2 



dx = 



a 2 x 2 / 3 + b 2 a 2 / 3 - b 2 x 2 / 3 ! 1 / 2 



, 2 x 2 / 3 



'J 



dx 



S = ij* (b 2 a 2 / 3 + (a 2 - b 2 )x 2 M 2 x' l,: 



dx 



Hac iendo 



u = b 2 a 2 + (a 2 - b 2 )x 2 / 3 



3 ; d u 



2 2 ,2 

a — b 



•) = 



x ^dx 



en la integral se tiene: 
. a 



S = 



2a ( a 2 - b 2 )^0 



f ul / 2du = r — ^ l_t 

Jq |_a(a 2 -b 2 )_|o 






2 a 2 l 3 + (a 2 - b 2 )x 2 M : 



a ( a 2 - b 2 ) 



•j: 



s. = 



b 3 a 



a d - b ; 



a { a 2 - b 2 ) a ( a 2 - b 2 ) a 2 - ’b 2 



a + b 



12. Hallar la longitud entre x = a ; x = b de la curva; 

x - 
y _ e + 1 

® ~ V 



polucidn . 
der i vando : 




S~b + In ( - V ~ — ) - a - ln( e a - 1 ) 
e + 1 1 e + 1 
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b a 

3 = 1nf— n - 1)(e + JLli + k 

( e + 1 ) ( e - i ) 

13. Hal la r la longitud del arco de la t urva . 

Q 



0 

x - e s e n 0 






desde : 9 = 0* 0=1 

' 2 



o 

y = e cos0 

Solucidn . 

derivando: e 9 G o«?fi . 0 

d0 e cos0 + e sen0 



dy _ 0 0 

d0 ™ “ e se n0 + e cos0 



r tt/2 

■X C 

pir/2 

Xt 



S =1 |_(e 0 cos6 + e 6 sene> 2 + (-e 0 S en6 + e 9 cos 6 ) 2 ] ^ d 9 

s ir/2 



s = 1 [e 29 cos 2 0 ; 2e 29 senecpse + e 29 sen 2 0 + e 20 S en 2 0 

-2e 20 sen0cos0 + e 2 0 CO s 2 0*] le 



f ^ pir /2 

J 0 = ^|e 9 d0 - /?e J /2 



S = /? e* 72 - /2 = /2(s V/ 2 



1) 



Hallar la longitud del arco de c/u de la , s iguientes = u: 

van, comprendido entre los puntoscuyas abscisas se ind 
can . , 



l 1 ** y - In ( 1 - x 2 ); desde x = 0 ; x = -i 



Solucidn . 

derivando : = ~ 2x 



pl/2 

j ( 



d *. 1 - *' 



<> * - isi — A , 

2 -i 2 



(1 - x 2 ) 



1/2 



+x__ 

2 

x 
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7T TT 

15. y = lncscx desde: x = — , X = 2 

Solucidn . Derivando: 



= 

dx 


- Ctgxj- 
r /2 


pir/2 




V2 


■+ S = 


: 1 (1 + ctg 2 x) ^ 2 dx 


= I Gscxdx = ln(cscx 


- ct gx ) 


1/6 




J 

n/6 







s = - In (2 = Jz) = ln( — ) 

2-/3 



16. Hallar la longitud del arco de la espiral de arquipedes, 
p = a 9 , desde el origen al extremode la primera vuelta: 
So lucidn . 



derivando ,y aplicando la fdrmula (IV) se tiene : 




S = TraAiT 2 + 1 + - In ( 2tt + Air 2 + 1) 

17. Hallar la longitud de la curva : 

p = asec 2 9 desde 0 = 0,; ® ” 2 " 

Solucidn . derivando : 



ms 



18. 



dp _ 0 0^0 20 0 

d0 ' aS6C 2 S6C 2 tg 2 = 3 SSC 2 ’ tg 2 

.it/2 



. Tt/2 



r ^ r ■ 

S =J a (sec^ | + sec 1 * | tg 2 |) ,/2 d0 •=j^ asec 3 | 



d9 



g 

Haciendo u = — -*• 2du = d0 



en 



la integral se tiene: 



r 71/2 r 

S = 2J asec 3 udu = a jjecu tgu + ln(secu + tgu^j 11 ^ 2 

ir/2 



“♦ S * a [ sec y tg - + ln(sec y + tg y ] 
S = [/T+ln(/y + 1 ) ] a 



Hal la i 1 la longitud del arco de la espiral hiperbolica 
p0 = a limitado por los puntos: (p i? 0 t ) ; (p 2 » 0 2 ) 



Solucidn . 
derivando ~~ = - - — 



■r 



d.0 



(p 2 ( f ? )2 + 






( p 2 . — + i ) l / 2 d p 



•X, 

• x; 



( — — P 2 ) V 2 dp 
2 



1 P 
^2 



(a 2 + o 2 ) ] / 2 



dp 



Haciendo la sustitucion. 



? 2 2 
u =a +p z p 



•* p = /u~ ! 



dp = 



udu 



/ u 2 - a 2 



eri la integral se t: 
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s 



d u 



_ P u 2 d 

'J u 2 - 
Pi 

■H 



X 



2 

( 1 + 



-)d 



r p 2 p p 2 

u = I d u + a 2 I 

J n u 2 



i / u - a * 

a In ( - ) 

' u + a 



Pero : u 2 = a 2 + p 2 



u = /a 2 + -p 2 



. . S = 



A 



a f + p 2 + I* InC 



/ 2 2 ' — } P- 

/a + p - a ' 



/a 2 + 



p 2 + aJ Pi 



/a 2 + p 2 - a 

^2 v a 



A 2 + p 2 - a 



S =5 /a 2 + p 2 - /a 2 + p 2 + y ln( — )- — In ( 

/a 2 + p 2 + a /a 2 + p 2 + a 



, / * (A +"pf - a) (/a 2 + pf + a) 

S = /a 2 + p 2 - + f lxi —Ji -=^ 

(/a + p 2 + a) (/a 2 + p 2 + a) 



a i 

-yin 



(/a 2 +p 2 -a) ( AA+p f + 1) 



(/a 2 +p 2 +a) (/a 2 +p 2 + 1> 



S = /a 2 + p 2 - /a 2 + p 



(a + /a 



a In 



a + P 2 2 ) 



P, ( a + /a 2 + p 2 



19 . 



Demos trar 



que la longitud 
a & 

p = a sen ~ e s 



total de la fcurva 

3TTa 

2 



JSoluc'L6n \ 

n . , dp _ 20 0 

Derivando = a sen — cos — ; 

A A Q O’ 



0 = 0; hasta 0 = 3 tt 




La longitud total es 



5 =^a 



AREAS DE SUPERFICIES DE REVGE'JCION 



El area de la superficie generada por la rotacion del arco AE 
de ana curva continua alrededor de una recta situada en su pia- 
no A por definition el limit e de la suma de las areas generadas 
por las n cuerdas AP l ;P l P 2 *... P^ en la rotacion en torno 

a dicha recta cuando el 
numero de cuerdas crece 
ind e f in idament e de mane 
ra que la 1 o n g‘i t u d de 
cada una de las cuerdas 
tiende a cero 
Si A(a,c), B(h,d) son 
dos punt os de la curva 
y = f(x), siendo f(x); 

f’Cx) continues y ade - 
mas f(x) no cambia de 
signo en ei intervalo 
a $ x 4 b, el area de la superficie generada en la rotacion del 
arco AB alrededor del e j e x viene dada por: 

n b 




\ - -J y 

~'AB 



yds = 2 tt 



r £ + <^) 2 



dx 



dx 



(I) 



Asinismo si f'Cx) i 0 en -el intervalo a ^ x ^ b se tiene: 

r d 



S y - ' j 

AB 



i y A + (^) 2 



2nj y 
c 



dy 



dy 



(II) 



Si A(a,c), B(b,d) son dos puntos de la curva x = g(y), don 
de g(x), g’(y) satisfacen las condiciones f de continuidad, el 
area de la superficie generada en la rotaciSn del arco AB con 
respecto al e j e x vieije dado por: 
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Sy = xds = 27^ x /l + ( 

AB 



(S) 7 dx 
dx 



ds 



x/l + <|^) 2 ' dy (Ill) 



ds 



Si A ( t = t )* B(t = t 2 ) son dos puntos de la curva de.fini - 
das por las ecuaciones parametricas x = f(t), y = g(t), 
funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el 
area de la superficie generada en la rotacion del arco AB 
alrededor del e j e x viene dada por: 



S -2 yds = 2 y /{ 
AB t, l_ 



d v + (4^) 2 dt 



d t 



‘ dt ‘ 



(IV) 






El area generada en la rotacion del arco AB alrededor del 
eje Y viene dada por : 

r F xd = 2 tt F x/T^~) 2 + (-j^-) 2 " dt .... (V ) 

' — v ' 



S = 2tt J xd = 2 tt 

’ AB 



■v— 

ds 



PRO BLEMAS 

1.- Hallar por *int egrac ion , el area de la superficie esferica 

engendrada haciendo girar el circulo x 2 + y 2 = r 2 alrededor 
de un dilmetro. 

So l uoidn . 



aqui 



* iz = 



d x 



i y 



/r 2 - x 2 
ds = (1 + — ) l / 2 dx 



= <— S ) l,2 dx 




X 



Aplicando (I) se tiene que ; 

■ r 



tt r yds ,4 (r 2 -x ? W 2 ( — ) l / 2 

Jn 0 r 2 -x 2 



dx 



S x = 2irJ~ rdx = [ 2 »rxj # = 2tjx 2 

de la fig. se obs<3 rva <l ue el arco BA engendra solo una mi- 
tad de la superficies 

. * . S = 4rrr 2 
x 



2.- Hallar pwor integr^cion* area lateral del cono engendrado 
al hacer girar el segmento q f une el origen con el punto 
(a,b) alrededor de OX. 

So l ucidn . 

Sea y = — x la e c ua ci5n de la' recta. 
y a 

dy b _ _ b 



aqU1 d? 



_ y = — x 



dS -- (1 + ) 1 i 2 dx =* (■ 



, a * + b‘ 







( a 4 



+ b .,+--T 

-J r 



= .TTb/a 2 



S = 7Tb/a 2_ + b 2 ^ 
x 
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Hallar por integracion el area lateral del cono que se en 
gendra cuando la recta y =- 2x desde x = 0, x = 2, gira 

a) alrededor de OX; 

b) alrededor de 0Y 

verificar el resultado geomet ricament e . 

Soluc i6n . 

a) aqui ’ 2 ; 




S = 8/T 7T 
x 

Comprobando g eomet r icamen t e : 

por definicion del area lateral de cono se tiene. 

A = urg , donde g - A 2 + r 2 
1* 

r = 4 ; h = 2 + g = 2 /5~ 



+ A =8 /5~ 7T 
L 

^ dx 1 

b) aqui J- - J ' ' 

~ d S = J /T dy 
Aplicando (e) 




S y = 2 71 



xdS = 2irJ" i y /T dy 
- j /T wj" ydy = ji /? iry 2 J^ = 4/5 it 



geo met r icament e . 



A l = 7irg donde g = /h 2 + r 2 ‘ 



r = 2 , h = 4 



A ^ = 4 /s" 7T 



= 2/r 



4.- Hallar el area de la superficie que se engendra cuando el 
arco de la pargbola y = x 2 desde y = 0 a y = 2 gira 
alrededor de OY. 



So l UG'irfn . 

lx 

d x 



aqul = 2x; y = * 2 



dS = (1 + 4x 2 )*/ 2 dx 
= (1 + 4x z ) ^ 2 dx 



i 



■* Sy = 2 tt | xds = 



= 2 it I x(l + 4 x 2 ) d x 

J 0 

^ 71 j <1 + 4 x 2 ) d ( 1 + 4 x 2 ) 

y° 

- S y = + 4x 2 ) 3 / 2 J /F = i| 7r 




o _ 13 

S = — 7T 

y 3 
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5 * - Hallar el Srea de la, superficie que se obtiene haciendo gi- 
rar alrededor de OX el arco de la parabola y 2 = 4 x que 
esta dentro del primer cuadrante. 




-r 



/l~7 - 4 x dx 
d u 



u = 17 - 4x - — = dx, en la integral se tiene: 



, . TT 

\ ~ 6 



\ u^du = 


f- - u s / z T = 


J 


L 6 Jo 


0 




0.09 - 1) = 


36 . 18 


-► s = 


36 . 18 


x 




area de la 


superficie 



rar el arco de la curva y = x 3 desde (0,0) a (2,8) alrede- 
dor de OY. 

Solucion . 

dx 1 



Aqul 



dy 



3y 2/ 3 



1 1/2 ( 9 y 4 / 3 + 1 ) l / Z 

dS = (1 H- — ’ ) dy - — — ^ hr 1 — dy 

$y H/i 3y 2 / 3 
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dy 



ud u 



6-( u 2 - 1) 



en la integral se tiene: 



u d u 



lira — tt 



6 ( u 2 - 1) 



l/4 



1 im -t— tt 1 



u^du 



(u z - 1) 



(u 2 - 1) 



£-4-0 



■r- 



1 im { rr TT 1 du + — TT 



du 






11m f *ju + \ ln(J-=_L) 



pero : u = /9y l *^ s + 1 



11m i „[(9y^ + 1)>/ 2 + i In HjL_l 



e+o 






9y +1 + 1 



1 
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Hallar el Srea de la superficie que se engendra cuan'do c/u de 
las curvas gira alrededor de OX, 

7 . - 9y = x 3 ; desde x = 0, x = 2 
d v _ x 2 

a< * ul dt - ~ 



dS = ( 1 + ‘^dx = 



(9 



t x 4 ) 1 / 2 



dx 



'I yas ‘ 



S = 2 it l ydS 

J 0 

Hac iendo : * 

u = x 14 + 9 -► — = x 3 dx 

en la integral se tiene: 

' 2 

9 IT l 

s 




5 x " ( 2 7 ) ( 4 ) 



98 

S = TT 

x 81 



rj u ’ ,2du - tBT u3/2] o = fe (9 + 



8 . - y 2 = 2 4 - 4 x desde x = 3, x = 6 

Solucidn : 



aqui 



dS = 







s = 2 TT I 128 - 4x) *l 2 dx 
x J 3 
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Ma<ie«do u = 28 - 4 X + _ Jiii - , 

4 ^ <3 x 

cn la integral so tiene; 

' 6 



* • c£ ■ [-,f«.*-o: ■ f-j 



S '« S6_ 

V T" 



9 " y = e ; dgsde x i o, x = 
So / uc r 5n, : - 



4i = - ** x 



’•' - f 1 + e ~ 2x )*h 



dx 






■ x - r 2 vA 



■* (1 + e " 



dx ■ 



es una integral impropia de la 
Is forma 



r <M*)dx = 1 xm f (jj(x)dx' 



** s x “ lim 

b -*- + oo 



n 2 tt P e' x (l - e ‘ 2x ) >/ 2 dx 

h® J 0 




Haciendo la sustitucion z = e “ X ^ dz = e~*dx 



en la- integral se tiene: 



s * = il: - zJ) ^ ( - d2 > = - it. (1+z2)1 / 2 

0 b-++oo 



12ra ^u/mj + ln(z + £r- 1) ] b 

b*+ + <» J 

J r 



* b -*+°° 



pero : z = a 



“X 



1 fe~- X *P 



S x = ’ 21m ^|e' X /l + e" 2x + i n(e - x 

b >°0 ' 



rrr — •l 1 

+ re -h 1 j 
J c 



S x = * llm . 2 + 1 n { 1 + 2) - e' b 1 + e ‘ b 

b -**» L 
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- In ( e 






. y7 w ~Ti ,] 

= Tt[/r + in ( 1 + / 2 ~ ) J 



10 . 6 a z xy = x* + 3 a desde x = a, x = 2 a 

Soluci6n : 



. ^ 1 , x 4 . + 3 a 4 \ 

Aqui y = ( ) 

6 a 2 



& = J_ ( * 



dx 



2 a * 



(x 4 - a 4 ) 2 s if 2 , x 4 + a 4 , 

dS = (1 + — ) ‘< fc dx = dx 



/-2a 



-t S = 2 7T I yds = 

J a 6 a 



3 a 4 ) ( x 4 + a 4 ) 



I yas . -it IlUt 
a v a 

X za 

x 8 + 4 a * x 
x 3 

p 2 a p 2 a p 2 a 

(l x 5 dx + 4 a 4 l xdx + 3 a 8 | x dx} 

X 6a “ Ja Ja 



dx = 



‘ S 



6 a 



’ 0 4 2 3 a 
+ 2 a x - 

2 x 



el 2 a 

lL 



* 4 7 

“► S = 7T 

x IS 



11 . La cicloide: 

So l uc'Ldn . 

d x 



x - a (0 - sen 0 ) 
y = a ( 1 - • cos 0 ) 



Aqui = a(l - cos 0 ) ;• = aseq 0 

do d 0 

. ifz 

dS = (a 2 (l - cos 0 )? + a 2 sen 2 0 ) l < 2 d 0 = a [ 2(1 - cos 0 f] d 0 



2 a sen ^ 0 d 0 



•r 



S x = 2 it ^ ydS = Sira' 



sen 3 ~ 0 d 0 
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cos 2 i 0 sen 0d0} 




it r y 4s = 

j i 



2ir | ydS = 2*1 (*l - x 2 ) l / 2 ( 



~) 7 2 d x = 



4 - x* 



= ■**_£ ax = 471 xj 



. S = 8tt 
X 

'Hallar el area de la superficie que se obtiene al hacer gir- 
c/u de Las siguientes curvas alrededor de OY . 

14. x = y 3 ; desde y - 0 ; y = 3 

Solucidn . 

aqui ^ =. 3 y 2 ; dS - (1 + 9y 4 ) 1,2 dy 

dy 

' -► S = 2ir 1 xdS = 2ir 1 y*(l + 9y 4 ) l t 2 dy 

y Jo J Q 

= — r (i + g’y'j^ad + 9y“) 

18 Jo 

Sy = [jr (1 + 9y4)3/2 ]o = 2 7 "[c 7 30 ) 3 ' 2 - d - 730.A6 7 t 



15. 6a 2 xy = x 4 + 3a 4 desde x = a ; x = 3a 

Solucidn . ‘ 

dv. 1 , x 4 ~ a 4 N 

a, * ul 77 • 27 (_ ~1 } 



x 4 + a 4 . 
dS = dx 



p3a 

\J. 



'« C 3a x 4 + 



S = 2 tt \ xdS = — I x — ; — dx = 

a 2 -Ja x 2 

>3a 



,r ,r i», ■ 
■ t'J,- 4 ’- *• J 



S = -il 


[— + a 4 In xl 


r* ■ -i 


y a 2 1 


L 4 J 


«■! 



— a 4 + a 4 In 3a - -V - a 4 ln 



k 

3 

T 



rio.net 



(20 + In ( 3 ) )ira 2 



16. 2 y = 


x/x 2 


- 1 + 


In (x - /x 2 


- 1) 


desde x = 2 


; x = 


5 


So l uo idn . 














a q,ui 


ly = 

dx 


(x 2 - 


I)'? 2 ; ds 


= (1 


+ (x 2 - i)) 


1,2 dx = 


xdx 




r 


‘5 












S 

y 


- 2 i 


xd.s = 

> 


2tt 1 x 2 dx = 


2tt x 
3 


■], = 78 * 






+ s 


= 7 8 TT 














y 






, 










Hallar el 


area 


de la 


super fici e 


que 


se engendra 


cuando 


c /u 



las siguientes curvas gira alrededor de OX o OY. 

de OY) 



17. La elipse = 1 (alrededor 



l uoidn . 
d x 



aqu i 



dy 






dS = ( 1 + 



b/b 2 - V 2 ' 



a V 

b 2 (b 2 - y 2 ) 



x = ~ (b 2 - y 2 ) 1 ' 2 



-X 






2 



= 2tt xdS = 2tt 



J 0 b 2 

s = JULS. | |”b ** + (a 2 - b 2 )y 2 I 'f 2 



,2 dy = kb-* < a * - b2) yH 1,2 d 

L b 2 (b 2 - y 2 ) J 

- f b ( b 2 - y 2 1 p * l + ( a ; -b 2 )y 2 ~ [ 

Jo L b 2 -y 2 J 






dy 



2 J n L 



b -'O 



dy = 



4iTa 



(a 2 - b 2 ) l ' 2 



S„ = *** — (a 2 - b 2 ) 1 / 2 



)y 2 ] 

ft* • -J 

& y y- 



1/2 



dy 



a* - b' 



+ y + 



b " - • + /Hi 



a 2 - b 2 



In (y 



+ y 2 ) 



I 
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18. 



19. 



b + 



ab 



„ 7 2 u ab z , / v a - u x 

S = 2 TTa + In ( — ) 



/Z 2 ^- b 2 



/a 2 -1 






a - b' 



pero : e - 



/a 2 - b 2 ' 



1_ _ a 

e 



/ 



a z - b 



2 7Tb 2 



2 + 1 



S = 2 tt a + 

y e 



ln(- 



JT- 



. 0 2 2nb 1/ l + e x 

-) = 2 TTa + In (- ) 

■* e 1 - e 



S = 2 TTa + In „ 

y e 1 - e 



9 x / 3 — x/s 

La catenaria y = — (e + e ) desde x = 0, x = a 

(alrededor de OX). 

So lucidn. 

„ dy 1 / x/a - x/a . 

a< i ul n = j (e - e 5 



dS = (1 + ^ e 



1 2 x/a 11 -2x/a, 



1 , x/a -x /a . 



f y e dx = i <e~'° + e ' wa )ds 



x 2 Jo 



f (e X/a + e' X/3 ) : 



dx = 



fia [ ( 2 x/a 

“•i : 



_ -2x/a, , 

+ 2 + e )dx 



„ TTa fl) 2x/a „ -2x/a~l a Tra [*9 2 , 0 9 - 2 ~| 

vir + 2 - e I s ~ly e + 2a ~ e J 



S =-2f_ (e 2 + 4 - e ” 2 ) 

x 4 



’ 0 
x = e sen0 

0 

y = e cos6 



desde 0=0; 0 = — alrededor de OX. 



Soluoi 6 n . 

- dx 0 ^ 6 
aqua — — e cos0 + e senQ; 
a 0 
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dy 0 ~ 6 q 

—jr- = e cos6 - e senG 
d U 

'2 0 2 0 l 

dS = (e (cos0 + senG) 2 + e ^(cosB - sen0) 2 ) l ' 2 d0 



0 / 

dS = e (2sen0cos0 + 1 - 2 sen0cos0 + 1 ) l r 



d 0 



dS = /T e 6 de 



r ./2 

n I e 2 



■+■ S = 2 / 2 V J e 2 cos0d0 

'o 



(x) 



empleando el artificio de la- Integra cion por partes se tie 
ne que.* 

r ir/2 ‘ ’ . r , 

I 20 20 20 [ 

1 e cos0d0 = e sen0 + 2e cosQ - 4 

Jo 



•J 

Jo 



F o 

tr/2 



-tt/2 

26 

e cos0d0 



20 120 20 
e- cos0d0 = ~ (e sen0 + 2e cos0) 



en (x) se tiene que: 



X tt/ 2 r 

e 20 cos0de = e 20 sen9 + 2e 20 cos0| 



I TT / 2. 

5 Jo 



- S = - 2) 

x 5 

20. Hallar el area de la superficie que se engendra cuando se 
hace girar alrededor de OX el arco de la curva cuya ecua 
cion es : 

x 3 1 

y; = -g — + 2 ^" > desde x = 1; x “ 3 



Sotucidn . 



aqui 



dy 2 1 



dx 2 



2 x * 



ds 






l/2 



dx = 



x 4 + 1 
2 x 2 



dx 
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CAPITULO XVI 




Ax - 2 - U * 6 + C ) x 2 + (-A + B - 2C)x - 2A 

JguaLando los coefi cientes de la misma potencia de x, se 
tiene. 

A 4 B + C = 0 

- A + & - 20 = ^ j A, = 1, B = 1, C = - 2 
- = - 0 J 

J , A B C . f dx l dx „ [ dx 

( X + x— + - ^-TT )dx j “ + J *— ' a J TTTT 



= Ln.x + Lft(tt-2?-2Ln(x+l)+C 

1 



= Lnx{ x - 2) + Ln 



+ C 



(x + IV 



. Ln - X -- 2X .♦ C 
(x + l) 2 



- 3 ) dx 



- x 
Solucidn : 

5 x 2 - 



X — X 



5 x z - 3 A B + ' C 

X ( X + 1 ) ( x - lT X x+1 X - 1 



= A ( x 2 - 1) + B ( x — 1 ) ( x ) + fc(x + l)(x) 

r ’ - 

5 x 2 - 3 = (A + B + C ) x 2 + ( - B + C ) x - A 

Igualando los coeficientes de la misma potencia de X, se 
tiene: _ 

A + B + C = 5 



+ A = 3, B = 1 , C = 1 



J A B C ^ | dx C dx P dx 

( x + 771 * 7^: )dx = 3 J T + J ITTr + J t7t 



= 3 Lnx| + Ln(x + 1) + Ln ( x - 1) + C 
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1) + c 




www.elsol 




J ( 4 x 3 + 2x 2 + 

4 x 3 - x 



1 ) dx 



Soluci6n : 



4x^+ 2x 2 + 1 
x 



1 + 2x + x + 1 - i + 2x2 + x + 1 



= 1 + 



, 4x^ -x 



2x + x t 1 
x ( 2 x + 1 ) ( 2 x - 1) 



■ x ( 4 x 2 - 1) 



2 x 4 + x 4 1 A B_ 



x(2x + 1 ) ( 2 x - 1) x 2x + 1 2x - 1 

2 x 2 + x V 1 - A ( 4 x 2 - 1) + B ( 2 x - l)(x) + C(2x + l)(x) 

2 x 2 + x + 1 = ( 4 A + 2B + 2 C ) x 2 + ( - B + C)x - A 

igualando los coefficient es de la misfiia potencia de x v se 

t ien e : 

4A + 2B + 2C = 2 > 

-B + C = 1 



- 1 , B = 1 , ' .C = 2 



- A = 1 



I 



(1 + £ 



B C 

+ 



x 2 x + 1 2 x 



r dx 0 r dx 

J 2x + 1 + 2 J 2 x - . 1 



i )dx = -J^r 



= fdX 



J dx 1 r d ( 2 x + 1) r d ( 2 x - 1 ) 

x 2 J 2x + 1 J 2x - 1 



= x - Ln ( x ) + j Ln ( 2 x , + 1) + Ln(2x - 1) + C 

» x - j [21n(x) + tn(2'x +1) + 2 ln(2x -1)] + C 

= x + — ( Ln — + Ln ( 2 x + 1) + Ln(2x - l) 2 ) + C 
2 2 
X 

. 1 Ln ( 2 x + 1 ) ( 2 x - l) 2 . „ 

' x + ' 2 : l + L 

X 
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5 . 



r z 2 dz 

J (z-1) 3 
SoluciOn : 

Z 2 _ A B C 

■ (z -I) 3 (z -I) 3 + (z - l) 2 + Z ' 1 

z 2 =A + B(z-1) + C(z'-1) 2 
z 2 = Cz 2 + (B - 2 C ) z + A - B + £ 

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, 
t iene : 

C = 1 

B ' - 2 C = 0 A = 1 , B = 2 , C = 1 

A - B + C = 0 




2 ( z - 1) : 



z - 1 



+ Ln(z - 1) + C 



Ji *• * 

So1uci6n : 
x - 3 



3 ) d x 
2 



X 2 ( X + 1 ) 



- — + - + 

2 X X + 1 



= A ( x + 1) t B ( x ) ( x + 1) + Cx 2 
x— 3 = (B + C ) x 2 + (/ + B ) x + A 

Igualando los coeficien es de. la misina - pot en ci a de x, se 
t i en e : 

B + C = 0 

A + B = 1 {■ A = - 3, ' B = 4, C = - 4 

A - -3 I , 
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s e 



A = - 3 
h 2 



f (A- + A_ + _L_ )dx = . 3 f -i*- + 4 f - 4 f -4^ 

Jl X 2 X X + 1 Jl X 2 j X J x + * 

)1 = — + 41 n — — 

X X + ij 1 



= — + 4 Ln ( x ) - 4Ln( x + 1 ) 



4 3 

= 4 Ln y - y = * 0.3492 



l - f 3 (2 ■- * 2 )dx 
J x 3 + 3x 2 + 2x 



Solucidn : 



2 - x" 



2 x- x 2 



+ 3x 2 + 2 x 



A + _J_ + c 



x( x + 1 ) ( x + 2X x x + 1 x + -I 



= A ( x 2 + 3x + 2) + B(x + 2 ) ( x ) + C(x+l)Cx) 

7 - x 2 = (A + B + C)x 2 + . ( 3 A + 2B + C)x + 2A 

Igualando los coeficientes de ' las iuismas potencias de x, se 
t iene : 

A + B + C = - 1 



3A + 2B + C = 0 
2 A = 2 



A = 1 , B = - 1 , C = 



dx 

2 



(V* b c . _ r 3 d><^ r ax r 3 a 

J ( x x+l x + 2 )dx 'J i x ~ - 2 i X + 1 "-i X + 

Ln ( x + 2 )J ^ = Ln ( x + i ) ( x + 2 ) J , 



= Lnx - Ln(x + 1) 

= Ln ( 3 ) -• Ln ( 4 ) - Ln(5) + Ln2 + Ln ( 3 ) 
= Ln ( 3 ) - Ln2 - Ln2 - Ln 5 + Ln2 + Ln 3 



= Ln - 0. 1054 

10 



P 3x 2 4 7 x 

J Cx + l)(x + 2)(x + 



3) 



dx 
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10 . 



n a b 

J‘ 2 — ; 



(x + 2 ) ' 

4 



r)dx = 

.4 



dx 



a r — - 12 r — ^ — + 4 r ~4 
J 0 + 1 4 (x + 2)2 4 x 

1 12 l 4 

= ~ Ln(?x + 1) + + 4Ln ( x + 2) - = 

2 x + 2 



= -i- Ln ( 3 ) 2 + 2 + 4 Ln 5 - 6 + 4Ln(2) 



a Ln ( 3 ) + 4 Ln 3 + 4 Ln ( 2 ) - 4Ln(2). - 4 = 5 Ln 3 - 4 
(x 2 - 3)dx 



1 . 49 30 



(x + .L ) ( x + 1 ) ' 



Solucidn : 



x £ - 3 



B 



( x + 2 ) ( x + l) 2 X+ 2 (x+ i) 4 



X + 1 



x 2 - 3 = A(x + i) 2 + B(x + 2) + C( x + 2 ) ( x + 1) 
x 2 - 3 = (A + C)x 2 + <2A + B + 3C)x + A + 2B + 2C 

Igualando los coef icient es de la misma potencia de x, se 

• >. 

tiene: 

A + C = 1 / 

2 A + B. + 3C = 0 > A = 1 , B = - 2 , 0 = 0 

A + 2B + 2C = - 3 J 

r 5 A B C A r 6 dx 2 r _d 

^ J 0 x + 2 + ( X + l) 2 + X + 1 X V 0 X + 2 Jo <* + 

= Ln(x + 2) + - 2 J 



l) 4 



5 = Ln 7 + 4 — Ln2 - 2 = 
x + 1 J o 3 



= Ln T’ '°- I ‘ 139 
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Calcular cada- una de las siguientes integrales 




5oluci6n : • 

8 c 8 1 A. + B C ‘ 

x(x 2 - 4) x(x -2)(x +2) x x - 2 x + 2 

+ 8 = A(x 2 - 4) + (x 2 + 2 x ) B + C ( x 2 - 2 x ) 

8 = (A + B + C)x 2 + (2B - 2 C ) x - 4A 
Igualando coeficientes de las mismas potencias de x. 



n e : 












A + 


B + C* = 0. 










2B - 2 C = 0 • 




- de donde 


se obtiene 




- 4A = 8 


- 


A = - 2, 


B = < 


C = 1 


+ ( 


8dx 


r 


f A B 


c 


)dx 


J 


x 3 - 4x 


j 


x x - 2 


+ 

x + 2 




' * * ‘ 1 


r 


- 2d * + j 


dx 


r dx 




— j 


I 


x J 


x - 2 H 


J X + 2 








2 r- + r 


dx 


r dx 








2 J X + J 


X - 2 


J X + 2 


= - 2 Lnx + Ln(x 


- 


2 ) + Ln< x - 


H 2) + C 




= Ln 


+ Ln ( x - 


2 ) + Ln ( x + 


2 ) + C 






x 2 










- In i 


R x + 2 ) ( X - 


2)1 . „ 






— Li li j 


L x 2 




I T ^ 






P 5 x z - 9 










^ > 


: 3 - 9 x 








■ - 


$oluci<5n : 








i /' 


■ 5 x 2 
-► 


- 9 


5 x 2 - 9 


. A 


B * j C 


X J 


' - 9 x x(x 


— 


3 ) ( x + 3) 


X X 


- 3 x + 
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5 x 2 - 9 =' A ( x 2 - 9) + B ( x 2 + 3x ) + C(x 2 - 3x) 

5 x 2 - 9 = (A + B + C)x 2 + ( 3B - 3 C)x - 9A = 

Igualando coeficientes de las mismas potencias de x, se tie 
ne: 

A + B + C = 5 

2B - 3C = 0 > . de donde se tiene: 

- 9 A - - 9 A = 1 ,B = C = 2 



r 5 x 2 - 9 r, a 

J J ( ”‘ 



B c u 

+ : — r)dx 



S '* 



x - 3 .x + 3 
dx 






Lnx + 2 Ln ( x - 3) + 2Ln(x + 3) + C 
. 2 



13 



j = Ln x jj[ x - 3 ) ( x + 3^J + C = Lnx(x -9) + C 

3z t 7 

( 2 + l)(z + 2)(2 + 



3) 

Solucidn : 

32 + 7 

(2 + 1 Viz + 2 ) ( 2 + 3T 



d2 



2 + 1 2 + 2 2 + 3 



32 + 7 = A ( 2 2 + 02 + 6 ) + B ( 2 2 + 42 + 3) + C(z 2 + 3z + 2 ) 

3z + 7 = (A + B + C )z 2 + ( 5 A + 4B + 3C)z + 6A + 3B + 2C 

igualando los coeficientes de la misma potencia de z se tie^ 
ne : 

A + B + C = 0 



5A + 4B + 3C = 3 
6A+ 3B + 2 C = 7 



■* A = 2, B = C * * i 



r (3z + 7 )d 2 _ A T ■ + L 

J (z + 1 ) ( z + 2)(z + 3) Z + 1 2 + 

I ■ * t, . • ‘ s , • * 

r 2 dx r 8z r 

= J z + 1 “ J Z + i J z + 3 



T o t 

2 + 3 



) dz 
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= ? Ln(z + 1). - Li) (z + 2) - Ln ( z + 3) + C 



= Ln(z + 1) 2 . + Lt l ( T ± Y ) + Ln( -J rT) + c 



14 . 



- • r r (z + i ) 2 . 1 

n L(z+2)(z + 3)J +C 

J 3x 2 + llx + 2 

— dx 

(x + 3 ) ( x 2 - 1) 



Soluci6n : 

,2 



3 x + llx > 2 A B C 

(x + 3)(x + 1 )(x - 1) = x + 3 + x + 1 + x - 1 



3x2 + llx + 2 = A ( x 2 - 1) + B (x 2 + 2x - 3) + 

+ C ( x 2 + 4x + 3) 

i gualan do los coeficientes de la misma potencia de x se tie 
.n e : 

A + B + C = 3 ^ 

2B + 4C = 11 \ de donde : C = 2, B = 3/2, A=- 

-A - 3B+ 3C = 2 ) 



JVrT* x-fr ' ■ -J-H-r 1 * _p 



" " J - Ln ( x + 3) + -|- ln ( x + i) + 2 In ( x - 1 ) + c 
= Ln ( x + 3 ) 2 + Ln ( x + 1 > + Ln ( x - 1 ) 2 + c 



3 /2 dx 

x + 1 



Ln(x + l)»fr(x - l) 2 
( x +* 3) l f* 



+ C 
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.. r— 

J (2x + 

Solucitfn : 



3 ) ( 4 x 2 - 1) 



( 2 x + 3 ) ( 4 x 2 - 1) 



( 2 x + 3 ) ( 2 x + 1 ) ( 2 x - 1) 



A _JB £ 

= 2 x + 3 2x + 1 2 X - 1 

x 2 . A (4x 2 - 1) + B ( 4 x 2 + 4x - 3) + C 1 4 x 2 + 8x + 3) 

x 2 = ( 4 A + 4B + 4 C ) x 2 + ( 4 B + BC ) x - A - 3B + 3C 

igualando los coeficientes de la misma potencia de x, se 
t ien e : 

4A + 4B + 4C = l) 

( 1 1 A — ^ 

4B t 8C = 0 ► C ~ t? ’ E = ~ 16 ’ A ' 32 

-A-3B + 3C = oJ 



r— 

2x + 



x 2 d x 



( 2 x + 3 ) ( 4 x 2 - 1) 



r ( _±_ 

J 2x + 



B + r — r)dx 



3 + 2 x + 1 2x - 1 



9 

32“ 



f dx 1 f dx jf dy_ 

J 2x + 3 “ 16 J 2x + 1 32 J 2 x - 1 

9 Cd(2x + 3) 1 f* d ( 2 x t 1) + JL f d i 2 ~— — 

JTTJ 2 x rr " 32 J 2 x + .1 64 J 2 x - 1 



,64 



Ln ( 2 x + 3) 



— Ln(2x + 1) + '.rr: Ln ( 2 x - 1) + C 
b h 



32 



R2x t 3) 9 > 64 (2x - 1)V 64 " | + c 

L ( 2 x + 1 W 32 . -1 



= Ln 



16 . 



r_ii_LJL dt = pt + — — : ~)dt .r tdt + r 

j t » _ t j t 3 - 1 -> j t 3 h t 



dt 
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17. 



t 2 + 1 




t 2 + 1 


A 


B C‘ 


* f - 1 ■ 


t(t 


+ D(t - 


■ i) ' t 1 t 


+ i • 1 t - i 


t 2 + 1 - 


A( t 2 - 1 ) + 


B ( t 2 - t) + 


C(t 2 + t) 


t 2 + 1 = 


(A H 


- B + C)t 


2 + ( - B + C)t - A 


ig ual ando 


co ef i ci en t es 


de la misma 


potencia de t 


A + B + C 


> 

= 1 








-v B + C 


= 0 


+ A = - 


1 , B = 1 


, C = 1 


- A 


= 1 

j 








* 


* dt = 


j\ « . 


fii_ + f 


dt r dt 


0 t 3 - t 


J t J t 


+ 1 + j t - 1 



- Lnt + Ln(t + 1) + Ln ( t - 1) + C 



+ Ln ■ 



-t C 



J- 



x - 5 



. dx 



Solucidn : 



x - x - 5 



x 2 ( x + 5 ) 



x — 5 _ A B C 

x 2 X X + 5 



x - X - 5 = A ( x + 5) + B ( x 2 + 5x) + C(x 2 ) 
x 2 - x - 5 = (B + C ) x 2 + (A + 5 B ) x + 5A 

igualando co ef icient es de la misma potencia de x, se tiene : 



B + C = 1 

A + 5 B = - 1 

5 A = - 5 



A = - 1 , B = 0 , C = 1 



f(— + — + — 7-r-Jdx = = i 

J x 2 * x+5 7 J 2 Jx+5 X 



+ Ln ( x+ 5 ) +C 
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18 . 



B 



J (5x 2 + 14 x t 10 ) d x 
(x + 2 ) ( x + l) 2 
Solucidn : 

5 x 2 + 14 x t 10 . A + + 

(x + 2 ) C x + l) 2 ' x + 2 (x + l) 2 .* + 1 

5 x 2 + 14 x + 10 = A ( x + l) 2 + B ( x + 2) + C( x + l)(x t 2) 

= (A + C ) x 2 + (2A + B+ 3C ) x + A "+ 2 B + 2 C 

igualando los coeficientes de las mismas potencias de x. 



A + C = 5 
2A + B + 3C = 14 
A + 2B + 2C = 10 



I- 



(_A_ + — 1 + - 

x+2 (x + l) 2 



B = 1, C = 3, A = 2 



c r dx r dx 

— )dx - 2 j T -^ r + J 7 --— 



t 3 



r . dx 

J x + 1 



2 Ln ( x + 2 ) - 



x + 1 



+ 3Ln(x + 1) + C 



19 . 



= Ln ( x + 2 ) 2 ( x + l) 3 - 



x + 1 



+ C 



f ( 2**y 2 



+ 10y + 5)dy 



J (2y - ,1 ) ( 2y + 1 ) : 



So1uci6n : 



24y + 10y + 5 



A + __i + 



2y- 1 " (2y + l) 2 2y + 1 



(2y -l)(2y + 1) . 

2 4 y 2 + lOy + 5 = A(2y + l) 2 + B(2y - 1) •+ C(2y - l)(2y + 1) 
= ( 4 A + ^C)y 2 + ( 4 A + 2 B ) y + A - B - C 
igualando los coeficientes de la misma potencia de y. 
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L = 2 , B = - 3 , A = 4 



r ( — *- 

J 2y - 1 



( 2 y + 1 ) 



2 2 y 



+!>■»- JV^T 



- f ^ + f - 2 ^y 

•J ( 2 y + l ) 2 J 2 y + 1 

_ 2 fd(2y - 1 ) _ _3_ P d(2y + 1 ) Pd(2v + 1 

^ 2y " 1 2 ( 2 y + l ) 2 J 2 y + 1 

1 



= 2 Ln( 2 y - 1 ) + -f 



= Ln ( 2 y - 1 ) 2 ( 2 y + 1 ) + 



2 ( 2 y + 1 ) 

2 , 0 „ A x . 3 



+ Ln(2y + l) + c 



2 ( 2 y + 1 ) 



+ C 



20 



. p ( x + 2 >dx _ f ( x+ 2 ) 

x + 2 x 3 + x 2 J x 2 ( x + 



( x+ 2 )d x 

l ) 2 



Solucidn : 

x + 2 



A + -L + 



x 2 ( x + 1 ) 2 x 2 x (x+1 ) 2 X+1 

X + 2 = A(x + l ) 2 + Bx( x + l ) 2 + C( x 2 ) + D( x 2 ( x + 1 ) 

(A + 2B + C + D ) x 2 + ( 2 A + B)x +(B + D)x 3 + A 
igualando los coeficientes de la misma potencia de x, 
A + 2B + C + D = 0 



2A + B = j 

B 






+ D - 0 > 

i - 2 J 



A=2,B=-3,D=3, C 



( x 2 + X + (x t l ) 2 + * + T )dX = 
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= 2 



r dx 3 r 


' dy - 1 I 


r *. , 3 i 


dx 


)— ■ 3 J 


X + J 


' (x + l ) 2 ^ 


x +1 

* 



— — - 3Lnx — * — r~ + 3Ln(x + 1) + 

x * x + 1 



= Ln ( 



x + 1 



) 3 - — - 



x +1 



+ C 



r (x 3 - 2x - 4 ) dx _ ( x 3 - 2 x 

J x 4 + 2 x 3 x 3 (x + 



- 4 ) dx 



Sol uc i 6 n : ■ 

3 n 

x - 2 



x - 4 



x ” ( x + 2 ) 

D 



( x + 2) 



^_ + A_ + ^_ + ._ 

x 3 x 2 X X 



+ 2 



x 3 _ 2 x - 4 = A ( x + 2) + Bx ( x + 2) + Cx 2 (x + 2) * Dx 
x 3 _ 2 x - 4 = (C + D ) x 3 + (B + 2 C ) x 2 + (A + 2B)x + 2A 
igualando los coeficientes de la misma potencia de x. 



C + D = 1 
,B + 2 C = 0 

A + 2 B = - 2 

2 A = - 4 



A = - 2, B = 0, C = 0, D = 1 



C(i-- 

J v 3 



• + + 



2 X x + 2 



) dx = - 2 






+ Ln(x + 2) + C 



22 



r 2 x 2 + i 

J (x - 2 ) ' 

Solucidn : 

2 x 2 + 1 



I 2 * 



(x - 2) 3 (x - 2 ) 3 (x - 2 ) ' 

2 x 2 + 1 = A + B(x - 2) + C( x - 2 ) 2 
2x 2 + 1 = Cx 2 + (B - 4 C ) x + A - 2B + 4C 
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igualando las coeficientes de la misnia pctenc-ia de x, 
C = 2 * 

► C = 2, B = 8, A - 9 



1,7 



B C , , 

+ + n)dX 



2 ) J (x - 2) 



2 X.- 2' 



= 9 



r — ^ — + s r — + 2 r — 

J (x - 2 ) 3 J fv - 21 2 Jx-2 



(x - 2 ) 4 



* = - 2 ) ” 2 - ’ 8 ( x - 2 ) ~ 1 + 2 Ln ( x -.2) + 



+ Ln ( x - 2) 2 + C 



2 ( x - 2 ) ' 



I (1 - 3y 3 )dy _ j" 

J (y - 1 ) (y - 1 ) d 

Solucidn : 



23 



(y - 2 + 



y 2 - 2y + 2 



(y 2 - 1 ) ( y - 1) 



) dy 



ydy - 2^ dy 



-y - 3y + 2 2, 
(y 2 - 1 >< y - 1 ) l) 



- y - 3y +2 

(y +D(y -I) 2 y + 1 (y - D 2 y “ 1 



A B C 

+ f 



- y 2 - 3y + 2 = A ( y - l) 2 + B(y + 1) + C(y - l)(y + 1)* 

- y 2 - 3y + 2 = (A + C ) y 2 + (-2A + B) y + A + B - C 

igualando los coeficientes de la misma potencia^ de y. 

A + C = - 1 

-2A + B * -3 A - 1 , B = -1 , C * -2 

-A + B-'C = 2 



_f ydy - 2 J dy + j~ ( f^t 



B C . , 

+ + — — ) dy 



(y - 1) 



2 y - 1 
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= - 2y + (-02— - f —^4 - 2 fr&- 

2 J y + i J (y -l) ) v -i 



4 - 2y + In (y + 1) + 



2 ln(y - 1) + C 



_ y_ 



2y + 



y-i 



ln -X—— =■ + c 

(y-D 2 



CASO III : 

Cuando el denominador contiene factores de 2do grado 
(x 2 + px + q) pero ninguno de estos se repite. 

A todo factor no repetido de 2 do grado, como ( x 2 + px + q), le 

corresponde una fraction parcial de la forma: 

Ax + B 

x 2 + px + q 

El metodo de integrar una expresion de esta forma es : 

Si p ^ 0, completamos el cuadrado en el denominador: 



, 1 ? J. ? f 

x 2 + px + - P + q - - P = (x + 



P) 1 



■(4q - p 2 ) , 



4q > p 



Hagamos u = x + ~ — p 



u - — p, dx = du , sustitu y endo es " 



tos valores, la nueva integral, en funcion ,de la, variable u es 
una integral, conocida. 

GASP IV : 

Cuando el denominador contiene factores de 2do grado 

2 n 

( x 2 + px '+ q) y algunos de estos se repiten (x + px + .q ) . 

Entonces podemos descomponer en fracciones de la forma: 

Ax + B . Cx + D A A Lx + n__ 



f 2 v n 

(x + px + q) 



(x^+ px +q) n 1 



x + px + q 
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Verlficar las siguientes i ntearac iones : 

= Ln( x 2 )(x 2 ♦ 3) + C 
3x 

Sol uci6n : t, x 2 + £ lt x 2 + 6 = A | Bx + C 

x 3 + 3 x x(x 2 + 3) x x 2 + 3 



f(4x 2 + e 

X s + 



4x 2 


+ 6 =' 


Ax 


4 X 2 


+ 6 = 





igualando loS coeficientes de la misma potencia de > 
t i en e : 

A + B = 4 

C = 0 ■+ A = ? , S = 2 , C ' = 0 . 

3 A - 6 



x< 



•+!(— + - Bx - + - C -)dx = 2 1 '-Si- + 1 2xdx 



d-r- *1 



x* + 3 



= 2 



f* dx + r* d ( x 2 + 3 ) 
j X X 2 + 3 



■= 2Lnx + Ln(x 2 + 3) + C 



= Ln x 2 ( x 2 + 3 ) + C 



J ( x 2 + • x)dx 
(x - l)(x 2 + 



1) 



Solucidn : 



= Ln(x - 1) + arctg x + C 



B x + C 



fx - l)(x 2 + 1) 



x - 1 



X - . + 1 



= A ( x 2 + 1) + (Bx + C ) ( x - 1) 

x 2 + x = (A + B ) x 2 t (C - B ) x + A - C 

igualando los coeficientes de la; misma potencia de x 
t i en e : i 

A + B = 1 1 I 

C-B-l A = 1 , B 1= 0, C = 1 

A - C = 0 



, se 



\ 



, s e 
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f ( _A + ixic )dx= r_±i_ t r^_ 

d x 1 x 2 + I d x 1 d x 2 + ! 



= ln(x - 1) + arctgx + C 



X 



3 . t - 8t - g idt s 2Ln c- 



(t - 2 ) ( t 2 *• 4) - 

Solucidn : 

2t 2 ~ 8t - d _ A 



t - 2 



(t - 2 ) ( t 2 + 4) t 2 t 2 +4 



— — — - = At 2 +4 A + Bt 2 +Ct - 



2t 2 - 8t - 8 = (A + B ) t 2 + (C - *B)t + 4A - 2C 
igualando los coeficientes de la misma potencia de 
t i en e : 



A + B = 2 
C - 2 B= - I 
4A - 2C = - 



A = - ^ , B=4,C= ( 0 



I; 



-)dt = - 2 



[—% ♦ 4 r 

d r , 2 . d t 2 + 4 



= - 2 



dt fd(t 2 + 4) 

“ + 2 d — — 



= -2 Ln ( t - 2) + 2Ln(t 2 + A) + C 
t 2 + 4 



2 Ln — ^ + 2 Ln ( t 2 

t- 2 



= 2Ln t + C 

x - 10 ) dx 1 



J f9v _ 



( 2 x - 3 ) ( x 2 + 4 ) 

Sol uc i6n : 

x 2 + x - 10 



x + 4 x 

Ln 2 - — - ar °t g a + C 



Bx + C 



(2x-3)(x Z +4) 2 x ” x 2 + 4 



= Ax 2 + 4 A + 2 B x 2 + 2 C x - 3Bx - 3C 



X + X 



10 =■ (A + 2 B ) x 2 + ( 2 C - 3B)x + 4A 



2 Bt - 2 C 



t , s e 



+ 4 ) + C 



- 3C 
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www.elsolu 




= . * r^ + f_J5iL. ♦ f— 4i_ 

-J x u x 2 + 9 j 4x 2 +• o 

= - 2 Ln ( x ) + Ln (4 x 2 + 9 ) arctg =^- t C 



= iLp (• 



4 x 2 + 9 



2 x 



■) + ~ arcig — + C 

2 0 5 



J ( 2y 3 + V 2 + 2y + 2)dy , 2 r 

1 : - = Ln (y +2) + arctgy + C 

y* 4 + 3y 2 + 2 

Soluci6n : 

2y 3 * y 2 + 2y + 2 = 2y 3 f y 2 + 2y + 2 _ Ay + B + Cy + D. 

( y 2 + l)(y 2 + 2) y 2 + l y 2 + 2 



y 14 + 3 y 2 + 2 



2 y 3 * y 2 + 2y + 2 = (Ay + B)(y 2 + 2) + ( Cy + D)(y 2 + 1) 

= (A + C )y 3 + (B + B )y 2 + ( 2 A + C)y + 2 B + B 

igualando los cceficientes de las mismas potencies de y. 
s e tiene: 

A + C = 2 

B + D = 1 a = 0 , B = . 1 , C = 2 , B = 0 

2 A + C = 2 



2 B + B = '2 



C A y ♦ B + ^-L^ )dy = f— ii_ + f- 

y 2 + 1 y 2 + 2 Jy 2 +1 ^ : 

= arctg y + Ln(y 2 + 2) + C 



2 ydy 
y 2+2 



z 2 ( z 2 + l ) 



- = - — - arctg' z + C 

2 Z 3 



A | B f Cz + P 
_ 2 Z „ 2 



Z* + 1 



1 = A ( z 2 + 1) + B( z 3 + z) + Cz 3 + Bz 4 
1 = (B + C )z 3 + (A + B )z 2 + Bz + A 
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rio.net 




, s e tiene: 



se tiene : 



+ C 



www.elsol 




= A ( x 2 + 2 ) 2 + Bx 2 + Cx + ( Dx + E)(x 2 + 2)x 

2 

4 x 2 + 2 x + 8 = ( A + D)x 4 + Ex 3 + (4A ± B + 2D x + 

+ (C + 2 E ) x + 4 A 

igualando los- coeficientes de las mismas potencias de 
se tiene: 

A + D = 0 
E = 0 

4A + B + 2D = 4 ^ A = 2 , B = 0 , C = 2 , D* = - 2 , ] 
C + 2E =2 
4 A = 8. 

*.(>-♦ Bx^C t J>x_iJL )dx ■, 2 f-i2L + 2 f^L_r 

J X (x 2 + 2) 2 x 2 ♦ 2 J X J (* + 2) Z J 



■ x / 2 . x 

= 2 Ln x + + — a ret g 



Ln(x 2 + 2) + C 



2x + 4 



/2 



= Ln — - — — + + ^-arctg — — + C 

^ 2 j.o o 2 j. n ^ /2 



x + 2 2 x + 4 

2 . 



10 . 



X dx _ 1 , _ x + X 1 . 

X 3 + x 2 + x = ’ 2 n X 2 



3 . 2x + 1 l r 

— arctg + C 



Solucidn ; 

1 



A Bx + C 



— — - ^ ' 2 

x 3 + x 2 + x x(x 2 +x+.l) X X+X+1 

1 = Ax 2 + Ax + A +■ Bx 2 + Cx 
1 = (A + B)x 2 + .(-A + C)x + A 

* 

igualando los coeficientes de las mismas potencias de 



t i en e : 



A + B = 0 

A + C = 0 

A = 1 



A =j 1 , B = C = - 1 



x. 



= 0 



2 xdx 
x 2 + 2 



x , s e 
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ario.net 



f ( A_ + B x_+ c . x = r_j*_ Cu + 

J X X 2 + X + 1 -> x J X 2 + 



1 ) dx 



X +X+ 1 



= f^2L_ f xdx r dx 

^ x J x 2 + x + 1 J. x 2 + x + 1 



I 4 ? 



1 P' d ( x 2 + x + 1_) 2, P dx 

2 J X 2 + X + 1 2 J ( x + -b 2 + 1 



- Ln x - ~ Ln(x + x + 1 ) - arctg — ■ * — - + C 

3 /3 

2 / — 

1 x+x + 1 /3. ^ 2 x + 1 

- - — tv _ — arctg — — + C 



/r 






f • 

X 4 - 1 X +1 



2arctg x + C 



Solucifin : 
4 



_ 4 Ax + B Cx t D 

- 1 . (x 2 - l)(x 2 +1) x 2 - 1 x 2 + 1 

4 = . { A x + B ) ( x 2 + 1) + (Cx + D ) ( x 2 - 1) 

4 - (A + C)x 3 + (B + D ) x 2 + (A - C)x + B - D 
igualando los coeficientes de las mismas potenc ias 
A + C = 0 

B + D = 0 y + A = 0 , B = 2, C = 0 , D = - 2 
A - C = 0 
B - D = 4 

- + = 2 r__ dx 2 r dx 

~*x 2 -l X 2 + 1 * ~'x 2 -l — ^ x 2 + 1 



X •“ 1 

liD ^ - j - - 2 arctg X + C 



f (2z 2 + 3z t 2 )dz 

12. I - 2 Jn(z +2) -aretg(z +1) +C 

J (z + 2)(z 2 + 2z + 2) 



de x , 
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13. 



Soluci6n : 

2 z 2 + 3z + 2 



A B z t C 



(z + 2 ) ( z 2 + 2z + 2) Z + 2 z 2 +' 2 z + 



2 z 2 ■ + 3 z + 2 = Az 2 ' + 2Az + 2A + Bz 2 + Cz + 2Bz + 2C 

2 

= (A + B)z + ( 2 A + C + 2B)z + 2A + 2C 
igualando los coeficientes de las mismas potencias 1 de x. 



A + B = 2 
2A + C+-2B=3 
2 A + 2 C = 2 



A = 2, C = - 1, B = 0 



f(-h- + , — ^ + C )dz = 2 f-Jl- - P d2 

2 z 2 + 2z + 2 d z + 2 J z 2 + 2z + 2 

= £ 7777 ^ 7 - 

J <- 7 - 3 

t 2 + 4t + 



2Ln(z + 2) - arctg(ztl) + C 



-) 2 dt = arctg ( t +2) - 



t + At +5 



<- 






(t + 3 ) 



At + B 



Ct + D 



t + 4t + 5 (t 2 + 4t + 5 ) 2 (t 2 + 4 1 ’+ 5 ) 2 t 2 +4t + 5 

t 2 + 6t + 9 = At + B + Ct 3 + 4 Ct 2 + 5Ct + Dt 2 + 4Dt + 5D 

= Ct 3 + ( 4 C + b ) t 2 + (A + 5C + 4 D ) t + B + 5D 

igualando los coeficientes de la misma potencia de t, 

C = 0 A 



4C + D = 1 + 

A + 5C + 4D = 6 
B + 5D = 9 



,A = 2 , B = 4 , C = 0 , D = 1 



f ~ - At + B dt + f-£ * ± D 

~*(t 2 + 4t t 5 ) 2 J t 2 + 4t + 

= r — 2 2t + ^ 2 dt + r — — — 

J (t + *4t + 5) t 2 + 4t ’+ 5 



dt 
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r fli ( 1 * N t t 5 ) + C dt 

J U 2 +■ + 5 ) 2 J(TT 2 ) 2 + 1 " 



t 2 + 4t + 5 



+ arct g( t + 2 ) + C 



i j 5x2 + ^ 

J x 3 + 4 x 

Sol uc i6n : 

5 x 2 + 4 

x 3 + 4 X 



= 31n4 = 4.1589 



5 x 2 4 4 
x( x 2 + 4 ) 



A Bx + C 

X x 2 + 4 



5 x 2 +.4 .= Ax 2 + 4A + Bx 2 + Cx 



5x 2 + 4 = (At B ) x 2 .+ Cx' + 4A 



igualando -los ooefioientes de la nusma potencia de x 
t i en e : : 

A + E = 5 

* A = 1, B = 4 , C = 0 



c = 0 

4 A = 4 



r< 



( A + JL^±_JL )dx . 

X 2 + 4 J 



r^. + 



^ j 



4 xdx 
x 2 +4 



= Lnx + 2Ln(x 2 + (,)]* = L nx(x 2 + 4 j 2 J * 



= Ln4(20) 2 .- Ln ( 5 ) 2 = Ln4 + Ln ( 2 0 ) 2 - Ln ( 5 ) 2 

= Ln4 + Ln(4) 2 + Ln ( 5 ) 2 - Ln(5; 2 

= 3Ln4 = 4.1589 



15 - 




5xd x 
+ 2)(x 2 



+ 1) 



ln f + £ * 0,667 



5 x 

( x + 2 ) ( x 2 + 1 ) 



A 

x + 2 



t 



Bx 4 C 
x 2 + 1 



I 



i ^ e 
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5 x = Ax 2 +. A + Bx 2 + Cx + JBx ,+ 

5 x = (A + B ) x 2 + (C + 2 B ) x •+ A + 2 C. 

igualando los coificientes de las mismas p<fcten«i» de 



+ A + B = 0 
C + 2B = § 
A + 2C = O 



A = “ 2 > 8=2, C=n 



ft-A- + -2-2 — i — — ) d x . - 2 f 1 - * 

J x + 2 x 2 + 1 -j, X + 2 J 0 x 2 t 1 

> f — — ^-dx * r 1 — 

4, x + 2 do x 2 + i 4 * 2 + 1 



dx 



= - 2 



2 Ln ( x + 2) + Ln ( x 2 + 1) + arctg 



1 



= Ln 



= Ln * 



( x 2 + 1 ) 
(x + 2 ) 2 



+ arctg x 



■]: 



Ln 



(2 ) : 



+ arct g( 1) - arctgf 0) 



Ln — + Ln ( 4 ) + } = Ln f- + -£- = 0.667 

( 3 ) 2 4 . 



16 



r ( 2 x 2 + X + 3 ) 

X (x +l)(x* +1 



3) dx 

'Q (x + 1 ) (x 4 * + 1 ) 



Solucidn : 

2 x 2 + x + 3 



- In4 + i - 2.171 



B x + C 



x +• 1 



x 2 + 1 



(x + 1 ) ( x 2 + 1) 

2 x 2 + x + 3 = A ( x 2 + 1) + (Bx + C ) ( x + 1) 

2x 2 + x + 3 = (A + B)x 2 + (B + C)x + A + C 

igualando los coeficient es de la misma potencia 

tiene: A + B = 2 . 

B+ C = 1 A = 2, B = 0, C = 1 

A + C = 3 



de x 



, s e 
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. + ^)dx = 2 + P dx 

J ° * 2 + * J o * + 1 J 0 I r 7 T 

’ [ 2Ln(X + 15 + arct gJ ‘ 1 [lh(x + 1 ) 2 + arctgx] * 
'= Ln(4) + arctg(l) - Ln ( 1 ) - arctg (Q) 

-Ln(4)+-H- = 2.171 

17 r + 2x)d x ir , 

' = 7 + 2 ‘ ,n2 = 0 ’ 592 



Sol uc i6n 



Jix^ + 2x 



(x 2 + 1 ) ( X + 1) : 



-A* + B + C p 

x 2 + l (x + l) 2 x + 11 



4x2 + 2x = Ux + BJ( * + 1 > 2 + C(x 2 + 1) + D( x 2 + l)(x + 1 ) 
4 x ? + 2x = ( A + D)x 3 + (2A + B + C + D)x 2 + ( A + 2B + D)x + 

+ B + D + C 

igualando los coeflcientes de la misraa potencia de x, s e 



t ien e : 



A + D = 0 

2A + B + C + Dj=4 

A + 2B + D = 2 
B + D + C =0 



A-2,B=1, C=1,D=-2 



. f 

“'<) X 2 + 1 (x + i) 2 r x + 1 



(Ax_t_B + c_ 



) dx = 



0. x +1 ■-'o ( x + 1 ) 2 -'O X + i 

p-r 3 — ox i 1 -i 5 - ,r —Ox . 2 f 1 ox 

o x + .1 J 0 X 2 + 1 J 0 ( X + 1} 2 Jo X + 1 






Ln(x t 1) t arctg x 



x + 1 



- 2 Ln(x + 1) 



j: 
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= Ln(2) + arctg(l) - — - 2 Ln ( 2 ) - Ln(t) - arctg(0)-2Ln(l)+l 

= -Ln(?)+^ + ^=0.592 

2 4 



18. J" ( — 3 - 4t )c 4 = In -ll + | In -y - 1 .522 



' 3 t’ - 16 

Sol ucidn : 

5t 3 - 4t _ 



5t 3 - 4t At + B Ct + D 



t - 16 (t 2 - 4)(t 2 + 4) * t 2 - 4 



+ 4 



St 3 - 4t = (At + B ) ( t 2 + 4) + ( Ct + D ) ( t 2 - 4) 



5t 



4t = (A + C)t 3 + (B + D ) t 2 + ( 4 A - 4 C ) t + 4B - 4D 



igualando los coeficientes de las mismas pot encias de t, 
A + C = 5 

B + D = 0 f A = 2 , B = 0 , C = 3 , D = 0 
4A-4C = - 4 

4 B - 4 D = 0 

*4 



A -Hi-^° dt X 

J 3 t 2 - 4 J 3 t 2 + 4 

p4 /~4 

.f -Hi— + 3 [ -«£-■. r, 

^ 3 t 2 - *r t 2 ' + 4 L 



Ln ( t 2 - 4 ) + j Ln (t 2 + A)j 



= Ln(l2) + j Ln(20) - Ln(5) - | Ln ( 1 3 ) = 
= Ln(4|-) + |-Ln(-j|.) = d . 52 2 
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DETER MINAR EL VALOR DE 'CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES 



19 



f* 6x 2 + 3x t 4 

j x 3 + 2x 



Soluci6n 

fex " + 3x + 4 _ 6x 2 + 3x + 4 A . Bx + C 

— — — — — ■ — + 



x 3 + 2x 



x(x 2 + 2) 



x 2 + 2 



= Ax 2 + 2A + Bx 2 + Cx 
6x 2 t ax t 4 = (A + B ) x 2 + Cx + 2A 

iguaiando- los coeficlentes de la misma potencia de x 
A + B = 6 

C'=3-*A = 2, # B = 4,C=3 
2 A = 4 



f ( A + £x_iJl )dx = Q_ dx + fj*2L_L 

-> * x 2 + 2 J * J x 2 + 

2 fi2L + 2 f I L*!,* 4 > + 3 f __dx. 
*^ x ' x 2 + 2 Jx 2 + 



2Lnx + 2Ln(x 2 + 2) 



+ 3^T arctg X_ + 



/T 



- Ln[lx)(x 2 + 2 fj 2 + ■ ^ a r c t g — + C 



sr 



2 q f*(3x 3 + 3x + 

J x 4 + 3x 2 



1 ) d x 



Sol uc i 6n 

3x 3 + 3x + 1 _ 3x 3 + 3x + 1 _ Ax + B _ Cx + D 



x H + 3x^ 



x 2 ( x 2 + 3 ) 



x 2 + 3 



s (Ax + B)(x 2 + 3) + (Cx + D ) ( x 2 ) 

3x 3 + 3x + 1 =* (A + C)x 3 + (B + D ) x 2 + 3Ax + 3B 
iguaiando los coeficientes de la misma potencia de x, 

«v t 



A + C = 3 
B + D = 0 
?A = 3 
3B = 1 



- A = 1 , B = j ; C = 2, V = - 
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* *■ -JV Ijf-r’j ^ 

f dx 1 f dx . f 2 xdx 1_ f dx 

= J" 3j x r J x2 + 2 " 3 J x2 + 2 



= Lnx - YT + Ln(x 2 + 2) - ^ arct g Jr + C 



- 1/3 
2 



21 



f Sx 2 * 12 x * 9. dx 
J x 3 + 3x 2 + 3 x 



Solucidn : 

/, 

5 x 2 + 12 x +' 9 = 5x 2 + 12 x + 9 . 

x 3 + 3x 2 + 3x x(x 2 + 3x + 3) 



A Bx + C 



x 2 + 3x + 3 



5 X 2 + i2x + 9 = Ax 2 + 3Ax + 3A + Bx 2 + Cx 
5 x 2 + 1 2x + 9 = (A + B)x 2 + ( 3A + C ) x •+ 3A 

iguaiando los coeficientes de las mismas pot encias .de x, 
A + B = 5 

3 A + C = 12 ^ A = 3 , C = 3 , B = 2 

3A = 9 



r,« » — ■« * ^ ~)dx . a r<^-^ 

-> x x 2 + 3 x + 3 J X J x 2 + 3x + 



3 ) dx 
3 



= 3 



f dx + f d(x 2 + 3x + 
J x J x 2 + 3 x + 



11 

3 



= 3 Ln ( x ) + Ln ( x 2 + 3> 0**C 



= Ln ( x 3 ) ( x 2 + 3x + 3) + C 



J ( 4 x 3 + 3x 2 + 1 8x + 

(X 2 + 4 ) 2 

Soluci6n : 

4 x 3 + 3 x 2 t 1 8 x + 12 
(x 2 + 4 ) 2 



12 )dx 



Ax + B Cx + D 
X 2 + 4 



( X 2 + 4 ) 
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** H * ♦ Jx* 
4X* + 3x 2 

igualando 
C = 4 

D = 3 

A + 4C = 18 

B + 4D = 12 



+ 18X t 12 . Ax + B + (Cx + D ) ( x 2 + 4 ) 

+ 18X + “ = <** + ^ + (A + 4C)x + B + 
los coeficientes de la n,i sma potencia de 



'iff 



2 . 
x +4 



+ 2Ln( x 2 + 4) + 1 arctg f + C 



23. 



r 1 /2 m . 

n (2y + 1 ) (4y 2 + 1 



+ jy + c = 



0 (2y + 0 (4y 2 + 1 ) 

Sol uc i(3n : 

A(4y 2 + 1) + (By + c)(2y + 1 ) 

8y = ( 4 A + 2 B )y 2 + (2C + B)y + A + C 

i gual an do los coeficientes de la mis m a potencia de y 
n e : J 

4A + 2B = 0, 

2 c ,+ B =8 + a = - o n _ 

A+C=0 ’ ■ “ * B * 4 

" X i( 2y~+ r + c - ) d y = - fg’* -4 f 172 ^ ± 2 

1 4y +1 J o 2y + 1 4 4 y 2 ♦ 1 y 
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- p iLiix - 12 + 4 r 1/2 y d y + 2 P 1 72 d y 

'• ' J o 2y + 1 J o 4 y 2 * i 4 *y l + ' 



o 4 y 
1/2 



1/2 1/2 1/2 

f d'(2y + 1) . if d(4y 2 * 1 ) ^ 1 f dy 

= 2y + 1 H 4 y 2 4 i H y 2 4 <£ 



= - Ln(2y + 1 ) + \ Ln(4y 2 + 1) + arctg 2y 



0 



1/2 



= Ln 



( 4y 2 t a) — + arctg 2yl ' = ~ Ln2 t arctg(l) - arctg(O) 

2 y + 1 Jo 2 



24 



1 T ~ TT 

— - Ln 2 + — 

2 4 



f 1 (2x 3 - 4 ) d x 
J (x 2 + l)(x + 



l) 4 



Soluci6n : 



2x 1 - 4 



Ax + B C D 

+ + 



(x 2 t l)(x + l) 2 - X 2 + 1 (x + l) 2 * + 1 



- (Ax + B ) (x + I ) 2 + C ( x 2 + 1) + D ( x + l)(x 2 + 1) 

2 x 3 - 4 = (A + D ) x 3 + ( 2 A + B + C + D)x 2 + 
+(A+D+2B)x+B+ C+D 

igualando los coeficientes de la misma potencia de x, se 
t iene : ” ■' 

A + D = 2 



2 A + B ? + C + D = 0 

A + D + 2B = 0 

B + C + D = - 4 



w- A = 2 , B = - 1 , C — “ 3 > D = 0 



r 1 ( _AxtB. + + _J> ) dx .f 1 ( 2x- l )dx _ 3 r 1 

x 2 + l ( x + 1 ) 2 x 4 X 2 + l 4 



dx ] 

(x+l) : 
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= 2x - 2 Ln(x + 3) 

= 6-2 In 2- j 

INTEGRACION POR SUSTITUCION DE UNA NUEVA VARIABLE 

diferencial.es que contienen solamente potencias fraccionarias 

DE x: 

I) Una expresion que conti'ene solamente potencias fraccionarias 

de x puede t ran s f o rmars e enforma racional mediante la susti- 

tu'cion de: n 

x = z • 

siendo n el menor denomiandor comun de las exponentes frac- 
cionarias de x. 

II) Una Expresion que contiene solamente potencias fraccionarias 
de (a + . bx) puede t rans fo rmars e en forma racional mediante 
la sust itucion : 

n 

a + bx = z 

S'iendo n el menor denominador comun de los exponentes fra£ 
cionarias de la expresion (a + bx). 

PROBLEMAS : 

VERIFICAR LAS SIGUIENfES INTEGRALES _ * 

% 

s JL. + 2 In ■ — — + c 
(x - 9)x 32 X x +3 

Solucidn : 

H-a ciendo x ' — z ^ ■+■ dx = 2 z d z » reemplazamos en la integral 

f (5x 2 + 9)2 z dz f~ (10z 2 + 18)dz 
J j z 5 - 9z 3 J z 4 - 9z 2 

^Oz 2 + 18 _ 10z 2 + 18 _ Az + B | Cz + D 
z 4 - 9z 2 z 2 (z; 2 -9) x 2 z 2 - 9 

10z 2 + 18 = (flz + B) (z 2 - 9) -+ (Cz + D)z 2 

257 




2 Ln(x 2 + 9) - 2 arctg 4 ] 
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SLn ( z ) - 3Ln { 1 



zl + C 




- 3Ln 



^ 1 - z 



+ c 



per®: z 3 = x -+■ z = x *^ 3 



x 1 ! 3 

+ = 3 Ln — ; - + C 



1 - x 



... r *1*2 

J (4x + 1 

Solucifin 



>/3 



6 x + 6 x + 1 



) s f 2 12(4 x + 1) 3 I 2 



+ C 



Haciendo la sust itucion 4 x+l = z 2 -*-x=~ (z 2 



dx = — dz en la integral. 



- 1) 



J 



r-T r (z2 - 1)2 1 ± 



, -if 

32 J 



(z 2 - l ) 2 



dz 



i. r d2 - ±ri 5 - + j-fi 2 - 
2 j 16 J z 2 32 _) * 



32 



z 1 1 _ 3z + 6z - 1 

+ — + C = + C 



32 16z g6z 3 



pero : 4x t 1 = z 

3 ( 4 x + l ) 2 + 6 ( 4 x + 1 ) - 1 



96 ( 4 x + l ) 3 ) 2 



96z 



„ 48x z + 24x-t3 + 24x + 6-i 
+ C = ; + C 



9 6 ( 4 x + 1 ) 3 ? 2 



6 x z + 6 x + 1 
12 ( 4 x + 1 ) 3 ( z 



+ C 



-I- 



dx 8 x 3 / 8 . „ r - T ^ _ us 



+ 2 Ln 






+ 4 arctg x I + C 



s/a _ x i/s 3 
Soluci6n : 

Haciendo la sustitucion x = z 8 , dx = Sz 7 dz^ en la integral 
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integral se tiene: 

1 ( z 3 - a ) ( z ) ( 3z 2 )dz 






= I ' 32 



3az 3 ) dz = * 



3z 7 3az 



4tt- < 4z3 - 7a) = + y)"l 3 (4y - 3a) + C 

2 8 2 8 



W/x + 1 f l)dx 

J /x + 1 - 1 



+ 1 + 4 /x + 1 + 4Ln(/x + 1 - 1) +'C 



So1uci6n : 

Haciendo la sustitucion z 2 = (x + 1), x = z - 1 + 

, dx = 2zdz, en la integral se tiene: 



j~ (z + 1 ) 2 zdz = J" llil + 2 j dz . J" (2j 
= 2 zdz + 4^"* dz + 4 J" "J — I — j" = 



z + 4 + 



Z - 1 



) dz 



pero z l = x+ 1 



+ 4z + 4 Ln ( z - 1) + C 



= x + 



1 + 4 /x + 1 + 4Ln(/x + 1 - 1) + C 



- r dx 

3 i + x 



- (x + a)^ 3 - 3 ( x + a) 1 / 3 + 3Ln(l + ^x + a') +C 

0 * 



+ a 



So1uci6n : 

Haciendo t 3 = x + a +■ x = t 3 - a •+■ dx = 3t 2 dt, reemplaza^ 



mos en la integral. 

( 3t - 3 






t + 1 



) dt = 3 ^ t dt - 3 J^ dt + 3 J- 



dt 
t + 1 



t 2 - 3t + 3Ln(t t 1) + C 



Pero como t 3 = x + a ■+ 



t = ? x 



|- (x t a) 2 / 3 - 3( x t a) 1 ^ + 3Ln(l + Vx + a ) + C 



r 3 

( dx 

~'Q ( x + 2 ) /x + I 



2 arctg 2 - y 
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Solucldn : 

Haciendo t 2 = x : tl-»-x = t 2 - 1 -► rt v - o + a + 

*- i ax - 2tdt, y reemplazd 

mos en la integral: i ■ 



r 2tdt ■. r 3 at i 

\ — - 2 J — = 2 arct gt 

-^0 ( t + 1 )t J Q 1 2 + l J 



2 arct gt | ^ = 2 arctg/?rfj 3 



= 2 arctg 2 



i- t 4 - *■_, 

-l 1 + /x 



4 - 2 Hn 3 



0 

Sol uc i 6 n 

Haciendo la sustitucion t 2 = x, dx = 2 tdt, en la integral 
s e t iene : 

= 2 t - 2 Ln ( t + 1 )J 4 
Pero : t 2 = x ■+■ t = x l / ? 

2 ~ 2 Ln ( /x" + 1 )J = 4-2 



Ln 3 



r 1/2 

I dt 



10 . I 

-ft *^ 2 t (9 + ^ 2 t* ) 
Solucidn : 



=3-9 arctg ^ 



haciendo x 6 = 2 t ■+ dt = 3 x s dx y sustituyendo en la inte 
gral : 

r 1/2 1/2 s- 1/2 

I 3 x dx r 3 x 2 dv I T 7 



r — 3 * 5 ** — = r X i^ 2 dx s rp _ 27 x 

J 0 x 3 (9 + X 2 ) j 9 t X 2 ->0 777 ) X 



fl /2 r - 

= 3 dx - 27 — 

J 0 J x 2 + 



xl ’/ 2 



- 3 x - 9 arctg ij 

3 J o 



Pero x 6 = 2 t ■+■ x = £TP 
. . = 3 YTt - 9 arctg 



m\ 'I*. ' i 

“Jo =3-9 arctg - 
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ii 



■C— 

^ 2 /n + 



$ . 31 



1 

Soluci6n : 6 5 

Haciendo la sustitucion x ’ t + dt = 6 x dx, en la integra 

se tiene: *...*■ 

r S 4 e n 6$ ^64 

| 6 x s dx r 6 x 3 dx _r , 2 3 ... 3 “11 

J 2x 3 7 x a j HTfT-J, (3x ■ 2 X 4 4 ( 2 x + l) )dx 



64 . 




r 64 


, r 64 , r 


| 3 x 2 d x = 


3 

2 


1 xdx + 


y ^ - If 


'1 




4 




3 3 2 

x - — x 


+ 


3 x 3 


1 si 

Ln ( 2 x + 1 ) 


4 




■ 4 8 


J 1 


6 = t - X 


= 







64 

— dx 

4 J 2 x V 1 



= t *.| 3 Ln(2 ^ + !)]*' 



= 8 - 3 + y = g - Ln ( 4 + 1 ) •l+^- _ ^ , + ^!ln( 2 +l) 

- 7 - | + | In 1 
29 2 * 5 



7 * t + d- In l - 5.31 



12 



if 



= 8 + j tt/ 3 * 



[ x - 2 ) 2 ^ 3 dx _ 

, x - 2 ) 2 ^ 3 + 3 
Soluci 6 n : 

Haciendo la sustitucion 



t = x 



+ 2, 



dx = 3 t 2 dt; en la integral 

-29 •> . _ 9 . 9 



,-29 2 , 2 X * u 

r t 2 ( 3 t 2 dt ) r 3 t 4 dt . f (3t 2 

J 3 t 2 + 3 ^3 t 2 + 3 -3 

f29 r 29 r29 .. 

= 3 \ t 2 dt - 9 \ dt + 27 l — 

J 3 J3 J 3 t 2 + 



9 + 



27 



-)dt 



t" + 3 



= t 3 - 9 t + 9/3 arctg — 

yrJ 



29 

3 



pe ro t = x 



/P 

- t = ( x - 2 ) l / 3 



-*■ = X 



- 2 - 9(x - 2)^^ + 9/3 arctg ~ 

/ 3 -1 



29 
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= 27 -27 + 9 /3~ a r e t g 1 + 9 - j y/lT arctg 



JT 



/3 



= 8 + 'g/T— - 2/3-?-= 8 + /T 

3 b 2 

Calcular cada una de )a s integrales siguientes : 



13 



r d X 

x + 2 /x” + 



Solucidn 

Haciendo' x = t 2 , dx= 2tdt, y reemplazan do en la integral 



r 2 1 dt _ { 


" ( 2t + 2 - 2 ) dt 


_ r<2t+2-)dt 


Jt 2 + 2t + 5 J 


1: 2 + 2 1 + 5 


J t 2 +2t + 5 


- 2 

_ f d(t 2 +2t+5) 


r dt 

J t 2 + 2t + 5 

P d t _ r 


d(t 2 +2t+5) „ „ f 


J t 2 +2t + 5 


* t 2 +2t + 1 + 4 J 


2 1 \ 
t +2 1 + 5 


= Ln ( t 2 + 2 1 +5) - 


t + 1 

arctg ^ + 


C 


“ Ln(x + 2 /x" + 5) - 


fx + 1 

arctg 2 + 


C 



( t + 1 ) 2 +4 



14 



C (x + 

*2 v v 



2 ) dx 



x /x- 3 
Solucidn ; 

Haciendo la sust itucion x - 3 = z , x = z 2 + 3 -> 



-*■ dx = 2zdz, en la integral 



r (z 2 + 

J (z 2 + 



5 ) 2 z dz 



5 ) dz = 2 



-) dz 



3 ) z 



^ 2 l dz + 4 



2" + 3 

Pero z 2 = x '- 3 -► z = ( x - 3 ) l f 2 



4 z 

= 2z + — arctg + C 

/? /3 
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. ill 4/3 ( x- 3 ) l l z - 

= 2 (x - 3) l l + — — arctg + C 



/T 



15 



^ ( t + 



dt 



(t + - -(t + 1) 



5 U 



Solucidn : ^ 4 1 

Haciendo la sustitucion t+l=x-,t-x 1 

en la integral se t.iene: 



r 4 x 3 dx _ r ^ * 2 

J X - X s j 1-x 



dx 

4 



4 x 



Ax* 



1 - X 



(1 + X 2 ) 0 - X 2 ) 



Ax + B + Cx + D 

1 + X 2 1 r- X 2 



Ax 2 « (Ax + B ) ( 1 - x 2 ) + (Cx + D)(l + X 2 ) 



4 x 



= Ax + B - Ax 3 - Bx 2 + Cx + D + Cx 3 + Dx 



kx 2 = -(A - C) x 3 + ~ ( D - B ) x 2 + (A + C)x + B + D 
i gualand o los coeficientes de la misma potencia de x, se 



t len e : 



A - C = . 0 

D - B = 4 

A + C = 0 

B + D = 0 



A = C = 0 , D = 2, B = - 2 



f ( Ax_i_JL + Cx — + — Dj dx , . 2 r_±L_ + 2 P ~ ~ ^ 

J 1 + x 2 1 - x 2 J 1 + x 2 J 1 - x 2 



1 + X 



= - .2 arctg x + Ln 1 — 



+ ■ C 



Pero : t + 1 - x 

-h = - 2 arctg(t + 1 ) + Ln 



x = (t + l) l/4 

1 + ( t + 1 ) ^ 



1 - (t 



+ D'f" 



+ c 



16 



C ( X + 3 ) dx 
J ( x + 5 )/x + 
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V 

Solucidn : 

Haciendo la s us t it uc .i on x + 4 = t 2 , x = t 2 - 4 -► dx = 
en la integral: 




1 ) 2 1 dt 
+ 1 )t 




l)dt 

1 





— )dt 
1 





= 2t - 4 ar-ct gt + C 
Pero x + 4 = t 2 + t = (x + 4 ) l ^ 2 

= 2 ( x. + 4 ) */ 2 - 4 arctg(x + 4 ) + C 



P(2 - /2x + 3~)dx 

J 1- 2x 

Solucidn : 

Haciendo la sustitucion- 2x + 3 = t 2 , x = — (t 2 ~ 3) ■+■ 
+ dx = tdt , en la integral se tiene: 




J--J 2 Tt-2)(t 2 i 2) = J dt - 2 JV^ 

= t - 2 Ln ( t + 2 ) + C " 
pero 2 x + • 3 = t 2 + t = ( 2 x + 3 ) l / 2 
- 1 - = ( 2 x + 3 ) */ 2 - 2 Ln [( 2 x + 3 ) + 2 j + C 



i 



266 



2tdt, 



www.elsolu 



D IEERENC 1A LES BINOMIAS : 

La diferencial de -.La forma: 

(*) x m (a + bx n ) P dx, donde: a,b constante cualquiera y los 

exponentes m , n, p numeros racionales se llama diferencial 
binomia toda diferencial binomia puede reducirse a la for- 
ma: - 

m n r / s 

x (a + bx ) dx, siendo m,n,r,s, e S, n > 0 

Para la integracion de-las dif eren cia les binomias (*) se 
presentan los siguientes casos: 

CASO I: Cuando m — - = Un numero entero o cero. En este 

n 

■ ns 

caao se efectua la su s t it uci on : a + bx '= Z 

Caso II: Cuando — — — — - + — = Numero entero 6 cero en este 
ns. 

caso se efectua la sust itucion . 

. n / „ s n 

a + b x = Z x 



PR QB LEM AS : 

Verificar las siguientes int egracion es : 

i Jx’/TTT^x = - 2( .. 3 * 3 - |Ki * sUt± + c 

Sol uc i on . 



I 



x 5 (l + x J ) -dx 



m » 5, n = 3, r = 1, s = 2, verificando 



•n + 1 



5 + 1 

3 



= 2, nos encontramos en el caso I. 

Hacemos la sustitucion 

1 + X 3 = z 2 , X 3 = z 2 - 1 + x = (z 2 - 1 ) ^ 3 

2zdz 

dx = : — , en la integral se tiene: 

3 ( z 2 - l) 2 / 3 ■ 
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3 



+ x 3 ) 3 ^ 2 dx 



2 ( .5 x : 



+ C 



-I 



x 5 ( 8 



- 16 ) ( 8 + x 3 ) 

lol ~ 



3 ^ sh 



So lucion . ♦ 

m=5, n=3, r = 9,-s = i 

. . m + 1 _ 5 + — L = 9 . nn«? hai iamos en el caso 

Verifacando 3 z “ u 

entonces efectuamos La siguient.e, sustitucion: 

3 2 ■ - ( *2 a\ i/3 

8 + X «■ Z , x-(z - p ) 1 



d x 



-L ) en la Integral 

3 (z 2 - 8 ) 2 / 3 



| f (z xf7ir ) -fJ <, ’' 8>z ' dz ” f P" ' ^ i" 



2 z 7 16 5 



“21 15 



z • + C 



105 



(5z - 56) + C 



Pero z 2 = ' 8 + x 3 z = ( 3 + x ) ‘ 



- 1 - (8 + xM^tSx* - 16) + 
105 



J dx 
x 2 ( 1 + > 



(1 



t x 3 ) 1 / 3 - 



1)2/3 



+ c 



So lucion , 

x" 2 ( 1 + x 3 ) 2 ^dx de donde 



2,n=3,r=-2,s=3 



n + 1 , r 



-2 + 1 2 . _ 



_ £ = _ 1 , nos hallamos en 



Verificando — — T s 3 3 

el caso II entonces efectuamos la sustitucion: 



1 t x 3 ,= z 3 x 3 -*■ x 3 



, X = 



(z 3 - l) 1 / 3 



dx = - 



( z 



z 2 dz 

3 - D 1 */ 3 
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6 . 



-I 



dx 



(1 + x") * 



x 2 ( 1 + x')^ 

. 1 

So luaidn . 



+ C 



Verificando: j = " — ■ * 1 - | = - 1, nos hallamos 

en el caso II, -► efectuamos la siguiente sustitucion: 



z 4 x‘ 4 = 1 + x‘ 4 -+ x=(- 



-i — 



dx = 



z az 



z - 1 



(Z 4 - 1 )+* 



-I- 



z az 



(z* - 1) : 



>l*(- 



( — ±_ — ) 

z“ - 1 (z“ - 1) : 






(z- - l) 5 / 1 ’ 



pero z 4 x * = 1 + x 4 * -+ z * - — - — 

x 

c. ..<> '*'>* , c 



r dx 

1 x n ( 1 + x n ) 



T 7 F 



(l j- x n ) n ' 1/n 



( n - 1 ) x 



n - 1 



+ C 



tr .j-. , m + 1 r -n + 1 1 

Verificando: — + — = — - — = i 

n s n n 

nos hallamos en el caso II -*■ hacemos la siguiente sustitu 
cion . 

n n n 1 /n , 1 '1/n 

xz = (1 + * ) X = ( ) 

n 1 
z - I. 



+ d X = - 



n-1 

z dz . 



( z n - 1 )n+ l/n 



z^dz 



r ~(z n - D n+i / n r (z n 

J ( :) ( 5 ) I 

n « , n ,l/ n ; ^ . n 



n--l 

z d z 



• 1 ) 



n + l/n 






"dz| 



z - 1 (z -1 ) 



( Z - 1 ) 



n + l/n 
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+ c 





pero: z 2 x** =■ i + x 4 



(1 + x 4 J^ 



Ln 



/V* 



T 2 

X - X 



./(! + x") 



Ln 



VI + x 1 * + x 2 
/l + x-‘ + X 2 



+ c 



/l + x 4 



■ + c 



A + x 4 -X 2 



Calcular cada una de las siguientes integrales : 



' - J x : 



/l - x 3 dx 



s °luci6n : ^ , « + ! _ 5 + ‘ 1 , , * t ,, 

. verificando = 2, -* nos hall a mo s en el caso 

n 3 

I, **• hacemos la siguiente sustit ucion; 
z 2 = 1 - x 3 + x = ( 1 - z 2 ) 1 l 3 -*• dx = - % zdz 



3 (l-z 2 ) 2/3 



Jci - z 2 ) 5 / 3 (z) 



2 zdz ^ 

t t rw 71 



-U- 



z 2 ( 1 - z 2 ) dz 



= - if z2dz + ij' 2 " 



2 a 2 5 

dz = * g z + T5 z + c 



pero: z = (1 - x 3 ) -*■ z = (1 - x 3 ) 



- x 3 ) 1 ^ 2 



2 



(1 - x *)^ +-1(1- X 3 ) 5 / 2 + C 
a .15 



2 

45 



(1 - xM 2 [3(1 - x 3 ) -• 0 



+ C 



10 . 



t- 



= —-<!- x J )^(-3x 3 - 2) + C 
= - (1 - X 3 ) 3 / 2 (3x 3 + 2) + C 



x 5 dx 
/a + fax' 
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So lucidn . 

.. * £ ' j m + 1 5 + 1 

Verificando - = - • - 2, estamos en el caso II, 

hacemos la sust.itucion . 

- 2 ^ , . -u 3 , z 2 - a v , 2 z dz 

z ,-a+bx -► x=( ) -► d x = 



i 



~ . a ,j 5/3 ( 2zdz 



3 3 b(z 2 - a ) 2 ' 3 2 



3 JTTc z 2 - 1 ) 2 / 3 

5 hr 



3b 



f (z 2 - a) 

J "7z" 2 ’ - 1 



dz 

!)2/3 



"I? I 



( z 2 - a ) dz 



- jiL_r as . 2 

3b V lh 2 J 



3 2a 

z z + C 



3b 



9b 4 



3b 



9b 4 



z(z z - 6a) + C 



pero z 2 = a + bx 3 + z = (a+bx 3 W 2 + 
2 / 

= — ( a + bx 3 ) V2 (a + bx 3 - 6a) + C 



9b* 



9b 



(a + b x 3 ) ( b x 3 - 5a) + C 



f-L x 5 + 2 ,») dx . r 

J (1 + x 3 ) 3 ' 2 • d (1 + 

; x 5 d x 
(1 + x 3 



3 1 3 i 2 



- dx + 2 



x 5 ) 



Soluci<5n : 
(a) 



f— 

J (1 + 



dx 



(1 + X 3 ) 3 / 2 



< 3 1 3 / 2 



, m + 1 5 + 1 

Verificando - r = 2, estamok en el caso I 



hacemos la sust itucion . 



(b) 
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1 , 3 2 ,2 | v 1^3 j 2 Z dz 

1 + x = z x = (z - 1 ) ' ■* dx = — 



3 (z ' 



- I) 2 / 3 



I 



(«*■- d 5|3 ( ; zdz W ) 

■ 3 (z 2 - 1) I 3 



■if- 



Z .1) 



dz 



-) dz 



z 

_r dz __l r±L. i , + i_ + 

J 3 J 2 3 3z 



c= 2 ( a_-L ) + c 



pero z 2 = 1 + x 3 z = (l + x 3 ) 1 ! 2 



? T x 2 dx i 

J (1 + x 3 ) 



Ver i f i cando 



2 (x J +2) 

= 3 (x 3 + l)'/ 2 

*F 

m + 1 2+1 



t + C 



n 



1 nos hallamos en el caso I, 



-*■ realizamos la sustitucion: 



a 2 <2 v 1 (3 2 z dz 

1 + x 3 = 2 X = ( Z 2 - l) l l -► dx = 



3 (z - 1) 



2/3 



+ 2 



I 



(z 2 - n 2/3 (- ; zdz .) 

3 ( z - 1 ) ” 



pero z 2 = 1 + x 3 , -*• z = ( 1 + x 3 ) 1 



3 \ 1 / 2 
+ X ) ' 



d 2 

2 = 3z 



-+ C 



3(1 + x) 



1/2 



+ C 



. ’ . de (a) y (b) se t i ene : 



f (x 5 + 
-J f 1 +x 



5 ‘ 2 * 2 J dx = - ( x * + 2 ) 

3372 ax 



(1 +x J ) 



3 (x 3 + 1) l ^ 2 3(1 + x 3 ) 



l/2 



+ c 
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(x 3 ) + 



2x J 



+ C 



3/x 3 + 1 



3 x 3 +1 



TRANS FORMACION DE LAS D IFERENC I ALES T RIGON OMET R I CAS 

TEOREMA : Una diferencial t ri gonomet ri ca que contiene solo fun- 

ciones racionales seti(u) , cosu puede transforjnarse 
en otra expresion diferencial, racional en z, raedian- 
t e la s us t itucion . 



... u ^ 

' ' c a £ ~2~~ 2 * 0 ( lo que es lo mis mo) por las sustitucio- 



( * * ) senu ■ 



2 z 



1 - z 

cosu - • - , du 



2 dz 



1 + z 



1 + z 



1 + z ' 



Demos t ra cion : 



Se sabe que tag £■ - ± / , cos uf 

2 1 + cos u 



■"*“ elevando alcuadra- 



do ambos miembros se tiene: 



tg 2 . 1 ~ cosu 5 z 2 1 - cosu 

2 1 + cosu 1 + cosu 



(***) cosu “ 



1 - 



1 + z 



El- triangulo rectangulo muestra 
la relacion (***) y de el se de 
duce. 

senu 



2z 



1 + z 




2z 



f in a 1 men t e : 



U ? A rr 

tg T - z -*■ u ■ 2 arctg z + du ■ — — 

1 1 x. _2 



1 + z 2 

por lo que queda demostrada la relacion 



(**) 
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PROBLEMAS : 



V'ERIF ICAR LAS SIGUIENTES INT EGRACION ES : 



f da 

‘ * ~ j .1 + sen^ +~" 



= Ln(l + tg ~) + C 



Soluoion . 

por el teorema se tiene que: 



d 

t g - = z, cos« 



1 - z . 

1 + Z 2 



, send = 



2 z 



1 + z 



, dO 



2 dz 



1 + z 



i 



2 dz 



1 + 



2 z ^ 1 - z - 
1 + — + 



.. f lii -— .,C Ln ( z+ 1 ) + 

J 2(* +1) J 2+1 



1 + z 2 1 + Z 2 



pe ro tg - s z + 



Ln ( z + .1) + C = Ln(tg - + D + c 



. - r i 

1 senx + 



So lucidn . 



dX = J Lntg i- 1 tg 2 | + c 

tgx 2 3 2 4 2 



por el teorema se tiene: 



cos x 



1 - z 
1 + z" 

2 d z 



, senx 



2 7 2 dz x 

■ - , dx = , tg j- = z 



1 + z‘ 



1 + z 



r 1 + z 2 _ i f (1 - z ) dz = 1 i _dz. - i. f z dz 

\ ' ' -? z 22 ~ 2 J z 2j z , 2 J 

J 2 2 



1 + -z 2 1 - z 2 



— Lnz - z 2 4- C 
2 4 



pero z = tg y 



1 Ln(tg | ) “ ^ tg 2 ( 2 3 + C 
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dx 



1 tg f + 3 

4 Ln( z ) + C 



5 cosx 3 " \ x _ 

tg 2 - 3 



So lucion . 

Haciendo la sustitucion: 



tg J = 2 -+ COSX 



1 



1 + z' 



, dx 



2 da 
1 + z 



\ 



2 dz 

1 + z ' 



4 + 5(2-^) 



J dz 1 r dz 1 [~ dz 

9 _ z z “ - 3 J z + 3 ‘ 3 J z - : 



1 + z ' 



2 Ln ( z + 3) - 2 lh(z - 3) + C-2 Ln( Z - |~) + C 

3 3 3 Z ■“ 3 

i £ g f + 3 

3 Ln( — I > + C 



A ~ 

tg j - 3 



r du 
u “ J 3 + c 



cosa * ^arctg(-^tg J> + C 



<S<? lucidn . 

Haciendo la sustitucion. 



a j - z ' 

tg r = 2 + cosoi - : 

2 1 + z‘ 



2 dz 

\ 1 + ^ r <jz_ j_ 

J 3 f 1 - Z 2 3 z 2 + 2 YZ 



da 



2 dz 



1 + z 4 



arctg + C 

/2 



1 + z 



-J 



1 1 a v 

a re t g ( r tg -•) + C- 

Jl /T 



~ — — r— = arctg(l + 2tg ^) + C 

2aenx - cosx +3 ° 2 



SoluoiSn , 
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Haciendo la sustitucion. 



tag - = z 



1 - 



1 + z 



, s enx = 



2 z 



1 + V 



dx 



2 dz 



1 + z 



1 2 dz 

1 + z 2 _ j* 2 dz P - 2 dz 

4 z 1 - z 2 + 3 4z 2 + 4z + 2 -J ( 2 z + 1)^+1 



2 2 

1 + z 1 + z 



dU 



-+ Sea U « 2z + 1 = d z 



r du 

^ 3 ttt 

c dx 

J 4 secx + 



arctg(u) + C = arctg(2z + 1) + C 



8 arctg(2 tg - + 1) + C 

t g x _ 3 

•J— = J arctg(tg j) + "YJ- Ln( ^ ) + c 



tg f + 3 



Soluoidn . 

Haciendo la sustitucion: 
1 - z 1 



tg y = z , cosx = 



dx = 



1 + z 



2 dz 
1 + z 



secx * 



1 + z A 



cosx J, - z 2 1 - z 2 

1 + Z 2 



2 dz . 2 dz 

f mil - .(* nz - 2 f 

3 4(J-±_4-) + 5 J J . 



(1 - z ) dz 

( 1 + Z 2 ) (9 - Z 2 ) 



1 - z 
2 



1 - Z 



1 - Z 



Az + B + Cz + D 



( 1 + z 2 ) (9 - z 2 ) 1 + Z 2 9 - Z 2 



= (Az + B ) ( 1 + z 2 ) + (Cz + D) (9 - z 2 ) 



(1-z 2 ) = (C - A)z 3 +(D-B)z+(9A+C>z+9B+D 
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2 if if 

/f ' 2 " " JT 

d<p 



(arctg(°°) * 0 + tgt> = 



00 ■* 0 = -j) 



’■ J 12 + 1 



\ 3 

13cos>i> 5 n 2 



So luaidn . 

Haciendo la sustitucion. 



tg 22~ * 



COS^ 



1 + z 



d<p 



2 d z 
1 + z 2 



1 



rr/2 



2 dz 



1 + z 4 



0 12 + 13 C 1 * ■- ) 

‘ 1 + z 



- 2 r*±ii_. 

J 2 5 - z 4 
0 



= 2 



r t/2 

(5 



dz 



(5 - z ) ( 5 + 



~Tr — X — ~V~ ** — .. — - = A ( 5 + z) + B(5 - z 

(5 - z)(5 + z) 5 - z 5+z 



• 5 A + Az + 5B - Bz 
1 - (A - B)z + 5 A + 5B 

iguaiando Xos coeficientes de Xa misma potencia dz 
-+ A = B 



A - B * 
5 A + 5B « 



:} 



l 

10 



„ tt/2 , A , B N / 

2 (r r + r)dz = 



5 - z 5 + z 



i r /2 dz + ic* /2 



dz 
5 + z 



5 



Ln,(5 - z) + 



5j 5 - z + Sj 
^0 J Q 

1 1 11 / 2 1 5 + z 1 11 

? Ln(5 + z)J o =fln(f^)J o 



pero z = tg J 



1 . / 5 + tg ♦./2 1 “| r/l 

= 5 Ln( 5 - tg WT ) j Q 



1. 5+1 1 6 _ 1 

5 Ln T^T T Ln 4 5 



r^. 

JO 2 + se 



3 / 5 " 



z) 

) - 



3 

In 2 
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SmImmLIu.- 

S^ectunmos la siguiente sustitucion: 



tg J = z 



COS X = 



1 - 



s enx = 



2 z 



1 + 



1 + z 



, d x 



2 dz 



1 + z A 



.n/2 2 dz 



- f — 1 + 1 — r 1 yz r/ 2 dz 

o Z+ 7 T? J o 2z2 + 2z + 2 - 1 z2 + z + 1 

■ 4 PL- * 

(2z + 1) 2 +■ 3 



1 + z 2 0 



-► u = 2 z + 1 



d u 



dz 



-JT /2 

r du 

j ~ 



- - -iarctg -i+ C = I— arctg(— 

3 sr Sr L/r /r 



a r c t g (— — — )~1 

L/T VT Jo 



P er ° tg - - Z 



2 tg | + l -j ir / 2 



—— arctg( 

^ /r 






2 



✓31 



— (arctg— - arctg-^) 

✓3 /F 3 



— 2 - ( - . I) 
/T 3 6 



10 



^tt /2 

* J TT 



da 



71 

at _ 

3 /r 

r Ln 3 



5 sena 4 

Solucidn . 

efectuando la siguiente sustitucion 



t g ^ * z , cosx 



1 + z 



, senx 



2 z 



1 + z 



dx 



2 dz 



1 + z * 
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r 1 + * 2 2 r /2 1^2 2_dz_ 

J 3 + 5 ( — • — ) 3 1 Z 2 + -^ z + 1 3 Jo (Z + 3)(i 



3) (z +1/3) 



1 + z 

2 



6 



(z + 3) (z + 1/3) 



z + 3 



z + 1/3 



A(z + 1/3) + B ( z + 3) 



2 - (A + B) z + - + 3B 



i gua lando ■ los coeficientes de la misma potencia de z se 
t i e n e : 

A + B = 0 I 



I 



y + 3 B = 2 
< 1/2 ■ 



A - - i - B - 1 



z + 3 



+ 1 / 3 ' 



r 7T/2 ^Jl/2 

I 1 dz if dz 

A J 0 z + B A J n z + : 



-) ir /2 



- j- Ln ( z + 3) + y Ln(z f 1/3)1 

4 4 Jo 



1 T ,z 
7 - Ln - 
4 * z 



1/3 
11 / 2 



+ 1/3 /1 11 

+ 3 Jo 



1 r ,Z + 1/3 
* - r Ln(- 



' z + 3 



7T/2 



JO 



pero z = tg 



I 7 „ /tS x/2 + 1/3, 

1 ( / n j n 1 

4 , t g x/ 2 + 3 



-|U /2 



1 Tllf t8 4 3, 1,1/3 

a Ln( :~- • a Ln “ 



tg T + 3 



• T l "Tv 4 



1 t 1 t , 1 , 1 , / 1 , 

- Ln - Ln (-j) - ^ Ln(-) 



- J Ln 3 + J- Ln 3 + 2 Ln 3 = ~ Ln 3- 
4*4 4 4 
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CS.C-tf 



Send 2 2 

1 + z 



1 + 2 
2z 



la integral se tiene: 



2 dz 

r de m r j. ± ii = r 

J Ctg9 + cscf J | z 2 1 + z* J 

Zz 2z 



2 z d z 



1 + Z 



r dd + 

J i + 



— — — * Ln (1 + z 2 ) + C 



pero tg x/2 = z 
5* Ln ( 1 + tg y) + C 



13 I 



dt 



13 cost - 5 



Solucidn : 

Haciendo la s us t i t uci on : i 

t 1 « Z 2 2 dz 

tg j = 2 * cost “ 7T~ "2 

1 1 + Z 



dt 



1 + z 



i 



en la integral se tiene: 
2 dz 



1 + z f 



13^-^-) -5 



r 2dz = r jz— * r — ~ 

J 8 - l8z 2 J 4 - 9 z 2 J 4 - (3z) 



1 + z 
du 



u » 3z = dz 



il 



2 + 3z 



du = _L La( 2-±JL) + C = 4 - ^ + C 



4 - u 
pero tg x/2 = z 



2 - 12 2 - u 



12 2— 3z 



-i-Ln( 2 + 3 tS Hr) + C 

12 ( 2 - 3 tg x/2' 
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en la integral se tiene: 

J s enddd f~/_L _ — ( l \ \ jg 

5 + 4sen9 J 4 45+4 senp 

= i r d a - - [— 

4 J 4 J 4 + 



5 sen y 



2 dz 



_1 P 2 dz _5^ ^ 1 + z 1 _ 1 f 2 dz 

■ * J 1 + 2 ‘ ' 0.5 + 4 ( ^— ) 4 J 1 + 2 



1 + z 



5 r 2 dz 

4 J 5z 2 + 8z + 5 

J_ P dz _5 P - dz J. P 

2 J 1 + Z 2 2 J 5z 2 + 8z + 5 2 J 1 + 



_ i r dz 

= O 1 + , 



i r dz 

" 2 J Z 2 + | Z + 1 

r dz 

J ( 5z + 8) 2 + 19 



- 50 



1 P dz 

■> J J 1 ♦ - 



dz : 10 f d(5z + 8) 

1 + z 2 J ( 5z + 8) 2 + 19 



1 10 /5z + „ 

= — arctg z - arctg ( ) + C 

2 /I? 19 

6 

pero tg — = z 

1 0 10 5 tg j + 8 

■* — arctg(tg — ) - — — arctg ( ) + C 



/i? 



19 
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r 2 t\ 

■‘•I- 



dx 

3 cos x 



Solution : 

Haciendo la sustitucion. 



t g j = z 



cos X = 



1 - z' 



d x * 



1 + z 

en la integral se tiene: 

* 2tt 2dz 



2 dz 
1 + z 



I ** r ' r2TT 

1 + z 2 I 2 dz _ I dz _ _1 

5 + ~ **> \ 8 + 2z 2 ~Jj A + z 2 ■" 2 

. 1 + z 2 



, zl 2 " 

arctg 2 Jo - 



pero z = tg 

■+ set iene : 
1 



2 arctg(tg j) 



12W 

Jo 



1 7 



- j arctg(tg(i»)) - 2 arctg(tg<0)) = q 
r do; 

J 2 + cc 

C^I nr i / 



da 

cosa 

'o Sol uci 6n : 

Haciendo la sustitucion. 



tg 2 



cosa = 



1 - z d 



1 + z 

en la integral se tiene: 



da 



2 dz 

1 + z* 
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i 



jr/2 2 dz 



t + z 



-2 s 



2 + 



1 + z‘ 



r , 2 il- . 2 f — A 

Jz 2 + 3 J z 2 + ; 



2 zT T/2 

— arctg — I 

✓3 /3J0 



pero t g j ' * z 



1 , «>T /2 



arctg( 

/T /3 

— arctg(— tg — ) — arctg (— tgO°)' 

3 3 4 3 3 
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SUSTITUCIONES diversas 

La sustitucion bastante util que se frecuenta hacer es : 




z 



PROBLEMAS : 

VER IF ICAR LAS SIGUIENTES INT EG-RACI ONES 

dx / Cx 

— . = Ln ( — — - ) 

x /I + x + x 2 + x + 2 /l + x + x* 

Sol uc i6n 

^ 1 d z 

Haciendo la sustitucion x = — , dx = - — ~ en la integral 

z 

s e tiene: 

i 

Corap let ando cuadrado se tiene: 



/(2z + 1) 2 + 3 

_ , d u 

u = 2z + 1 -+• — - — — dz 

Ln ( u + /u r ~+ 3) + Ln C 



= - Ln(2z + 1 + /(2z + 1) 2 + 33 + Ln C 

1,1 

pero: x=— z = — 

z x 



-I 



d u 



J 2 

vu 



+ 3 





z 
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+ LnC 



- Ln<-| + 1 + + 1 ) 2 + 



= - Ln (- 



2 + x + 2 



A + x + 



-) + LnC 



Ln (- 



2 + x + 2/l + x + x 2 



-) + Ln C 



= Ln (— 



xC 



2 + x + 2 /T 



+ X + X 



I- 



dx 



x ^ - x + 2 



-i-Ln( r g- x -TT + X - ^ + c 

/*2 ~ ' A— 

/x “X+2 + X+/2 



■Sc? Z- u c? t- . Haciendo la s us t it ucion ; 
2 “ x = " x + P, despej amos 



-• 4 rH * - • -*?' - 2> *. 

(.2 z - l) z 



en la integral se tiene: 



i 



2 ( z - z + 2 ) 
( 2z - 1) 2 



dz 






k 2 z 



I- 



2 ( z 2 - Z + 2 ) dx 



(z 2 - 2) ( ( z 2 - 2 S ) 2 - (z 2 - 2 ) ( 2 z - 1) + 2 ( 2z - I) 2 ) 1 / 2 



I 



2 ( z 2 - z + 2 ) dz 



(z - 2)(z" t - 2z 3 + 5z 2 - 4z + 4) 



+ 4) 1 / 2 
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, ( z 2 - z + 2) dz 2 P (z 2 - z + 2) dz 

J (z 2 - 2 ) Q ( z 2 - z + 2) 2 ] 1 ! 2 J (z 2 - 2 ) ( z 2 - z + 



2 ) 



T- 



dz 



1 » z - /I , _ 

-Ln +■ C 



- 2 /F z + /T 



pe ro : z - x 



= /x 2 - x + 2 z = x + A 



x - X 



+ 2 



1 . v^x" 2 - x + 2 + x - At * 



Ln ( 



^ y 

/x 



) + C 



x + 2 + x 



+ x + 






dx 



2 arctg(x + Vx + 2 x - 1) + C 



x^ + 2 x - 1 
Sol uc i 6n : 

Solucidn . Haciendo la sustitucion : 



/x + 2x - 1 = z - x ■+ despejando x se tiene 



z 2 + 1 _ 2 ( z 2 + 2z - 1) 



2 + 2 z 



-► dx = 



dz 



i 



( 2z + 2 ) 2 
2 ( z 2 + 2z - 1) 
(2z + 2 ) 2 



dz 



k 2z 



±_L) r (L- l -L) 2 2 + 2 ( — + ?) . i"]^ 
+ 2 ' |/ 2 * + 2 ; + ^ 2 z + 2’ J 



"I 

‘I 



2 ( z + 2z - 1) dz. 



(2z/ j 



+ 2) 



2 1 - 

- t— t — (z 2 + 2) 2 + 2 ( z 2 + 1) (2z + 2) - ( 2 z + 

(2z y4 2) 2 L 



2 ) 



*]‘ 



</ 2 



2 ( z 2 + 2z - 1 ) dz 



(z 2 + 1) £z H + 4z J + 2z 2 - 4z + 



i/z 
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6 z dz 




(1 H^f*V 



2-z 

(1- 



Gfi-r 



■I 



d z 



6 z dz 

(2 - z - *) 3z 



- Ln ( Z - +. C 



2 /2~ z + ^ 



Como: z(x + 1) =* + x . 



V^2 + x - x Z 
x + 1 



f (l + x)(2 - x) 



(1 + x) ‘ 



* Jl . ZiL 

V 1 + x 



jin-*. ^ 

/ 1-t -X .) + 

/r . j2' -r 

\/ 1 + x 



-Ln (- 



+ /2 



1 -Ln( / 2 - x - V2 + 2x } + c 



JT /2 - x' 4- /2 + 2 x 



- I 



dx 



: Ox - 6 - A 



2 A 2 ( 3 - x) , „ 

r arctg v 3 c x — + c 



Solution . ' 

Hacemos la sustitucion: /5x - 6 - x 2 — (x - 2)z 

elevando al cuadrado para despej ar^x. 



5 x - 


6 - x 2 = ( x 


x 2 ( z 


2 + 1) - x ( 4 z 


(X - 


2><x - ^ ‘ 




z + 


para 


X, = 2, H. 


para 


2z 2 + 3 

x 2 = Tr— 



-) = 0 



dx = 



x L = 2 , x 2 = 

se descarta 
- 2 z dz 



2 z + 3 
z 2 + 1 



(z 2 + l)i 2 
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5; 



2z dz 



(z 2 + n* 



2 z 



— >r 5(i 4-— > - 6 - ( 2 K + - 3 )2 i 

+ 1 L z : + 1 z + 1 J 



if* 



2 z dz 

( z 2 + 1 ) 2 _ P 2 z dz 

J 2z 2 + 3 / 2^i/2 J (2z 2 + 

; : v z ; 



3) z 



(z 2 + l) 2 . 



’-XtTX 

■-JJ 



f 2 z 

- arctg — — — + c 

3 /in 



arctg x /- z + C 



pe ro 



: Ax - 6 - x - (x''- 2)* 

(x - 2) (3 - x) / 3 - x 
yj x - 2 



Ax - 6 - 

x - 2 



/HZ 

V (x 



2 y 



--/T 



arctg 



/T. /|-E-f + C - - /farctg/^fi 



+c 



" 1 - 



dx 



x/3 x 2 - 2x - 1 



+ x, , r 
* - arcsenC j ' + L 



Sol uc i6n t 



Haciendo la sustitucion de 



dx 



la Integral se tiene: 



dz 



f - dz/z 2 f 

i._ ,)'!■ J j. 



- iz/z‘ 



2 z 1 2 



o - 2z - «M* J jzz : 



-J 



dz 



Completando cuadrado en el denominador se tiene: 
d z 



-J 



r du 

j / — 



; u = z + 1 ■* du»dz 



A - (z + 1 ) : 






u z + 1 

■* - arcsen — + C - - arcsen — — + C 



1 1 

pero X s * — ■+■ z = — 

z x 

x + 1 1 + x 

+ - - arcsen( ) + C * - arcsenC — ■ - + C 



-I- 



- dx 1 + 2x + A + 4x + 5 x 2 * 

' r “ “ Ln ( l-- - . - - ^ t C 



/l + 4x + 5x S 



Solucidn . 

. 1 d z 

Haciendo la sustitucion x = — » d x 

z 2 

z 



f z2 _ _ r 


dz/z 2 r 


dz 


> 7 <* + j 


— — C z 2 + 4z + 5‘) l ^ 2 J 
2 


A 2 + 4 z+5 



Completando al cuadrado el denominador. 



-J 



dz 



/(z + 2) 2 + 1 
u = z + 2 + . dx =* dz 

*■ 1 — — - — =* Ln ( u + AT 2 + T ) + C 

3 / u 2 + 1 

= Ln(z +. 2 + /(z + 2) 2 + 1) + C 



pero X = 



1 

z = — 
X 



, . 1 + 2x + A + 4x + Sx*. „ 

= Ln ( — 1 + C . 
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9.- f 

J 2./TZTT 



/ 27 x 2 



x 2 Jlly? + 6x - 1 

So lucion . haciendo la sustitucion 



— — - — ~ - 3arcsen ( - ■■’ / fo ) + C 

X ox 



1 

X = — 

z 



dx 



dz 



en la integral se tiene: 

T -dz/z 2 _P - d 

_L ( 22_ + i - i)‘A = J i + 

2 2 Z . A ^ / + 



- dz/z' 



- * 2 W 2 



6z - z ) 



_ r zdz = r 

d ^7 + 6z ■- z 2 d /2 7 + 



- zdz 



6z - z 



■I 



jj(6 - 2 z ) 3]dz j 



v ^7 



+ 6z - z 



J (6 - 2 z) dz - 3 f dz 

/z-7 + 6z - z 2 -3 



Jl 7+6 z- 



jJ' (27 + 6z - z 2 ) l ^d(27 + 6z -z 2 ) - 3 C 






dz 



-if 



(27 + 6z - z Z ) T * 1 ^d(27 + 6z - z 2 ).;- 3^ — 



/27+6z-z 2 
dz 



/36- (z 2 + 3) : 



1 (27 + 6z - z 2 )‘k 

2 1/.2 



. z + 3 , „ 

- 3 arcsen — - + C 

o 



z + 3 X 



(2 7 + 6.z - z ) V - 3 arcsen ( -7 ) + c 



pero x = ■** z = , “ 

r - Z x 



_ (27 + — “ — ) l / 2 - 3 arcsenX-^—T ) + C 

X 2 o 

X - 



+ 3 



(27x 2 + 6x - l) l l 2 , ,1 + 3x n , 

— — * r— — : — — - 3 arcsenv- — ? r-v + C 

■; t . X OX 
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r dz/z _P ^ dz/z _ dz 

J 1 + — 1 z 2 + 1 J Z 2 + 1 

n Z - / 0 ~ o 



arctg(e) - arctg(e°) 

= arctg(e) - arctg(I) = arctg(e) 



/it + t^dt - /3 - “ Ln(2 + /3) 



olucidn . haciendo la sustitucion. 




z 2 - 1 dz 



•1 
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x (2z - 2) 



3 — ► x 



t 



2 z - 2 



3 ^ dx * (2z -4z+6)dz 



( 2 z - 2 y 



en la integral se tiene: 



^ , f z 2 - 3 w 2z 2 - 4 z + 6 „ , 

4 ( 2T — > < T— ) d* 



(2z - 2) 



( *? " 2 - 2(|? r)+3"T 12 



' 2 z - 2 



' 2z - 2 J 



/ 



4(z 2 -3)(2z 2 -4z+6)dz 



(z‘ t -4?' 3 + 10z 2 -12z + 9) 



3|2 



( z 2 - 3) (z 2 -2 z + 3) dz 
[( z 2 - 2 z + 3) 2 ] 3 * 2 



f hLz 3)d 

J (z 2 - 2z + 



- 3) ( z 2 - 2z + 3) dz 
z 2 - 2z + 3) 3 

- 3) dz 



Z O 

z -3 



Az + B 



-■ + 



3) 

(Cz + D) 



(z 2 - 2z + 3) 2 (z 2 - 2z + 3) 2 z 2 - 2z + 3 



z 2 - 3 = (Az + B) + (Cz + D) ( z 2 - 2z + 3) 

z 2 - 3 = Cz 3 + (D - 2 C) z 2 + ( 3C - 2D + A) z + B + 3D 

igualando los coeficientes de la misma potencia de z, se 

t iene : # 

C = 0 C = 0 , D * 1 , A *= 2 » B 88 - <6 

D - 2C 1 
3C - 2D + A = 0 

B + 3D= - 3 

8 f ( — — i — ? + Cz + D )dz = 8 f- (2 * - - 6 - ^ 

J (z 2 - 2z + 3) 2 Z 2 - 2z + 3 J (z - 2z + 



3) 



+ 8 



( dz 8 f [(2x - 2). - 4 ]d _x_ + 8 ( 

J z 2 - 2z + 3 J (z 2 - 2z + 3) 2 J 



dz 



(z - l) 2 +2 



f ( 2 x - 

i - 



- 2)dz 
2 z+ 3^ * 



- 32 



h 



d z 

- 2z + 3) ' 



+ 8 



f dz 

J (z — 1 ) + 
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= 8 






(2z - 2)dz 
(, 2 - 2z + 3 ) : 



32 



/ 



dz 

( (z - l) 2 + 2 ) ‘ 



+ 8 



/ dz 
(z~ 1 J 



1 ) 2 + 2 



z - 2z + 3 



32 

2 



4(z - 1) 



— i } 



1 z - 1 

+ arctg + C 

/r 



2 2 ~ 2 z + 3 z 2 - 2 z + 3 Si 



4z ,8 z - 1 

— + rarctg — : + 



sr 



1 z - 1 

+ — arctg + C 

sr sr 



4z 



z - 2 z + 3 z - 2z + 3 /2~ 



9 z - 1 

+ * arctg + C 



sr 



8 - 4z 9 z - 1 

+ arctg + C 



z 2 - 2z + 3 Si 



Si 



pe ro : z 



“ x = /x 2 - 2x + 3 z = x + /x 2 - 2 x 



+ 3 



8 - 4 ( x + 



x - 2x + 3) 



(x + /x 2 - 2x + 3) 2 - 2(x + 



2 x + 3 ) + 3 



+ -jrarctgC^l - 2x + 3 + x - 1 + ■ 

si si 



15 . 



2 xd x 



) Ax - 6 - x 2 

Sol uci 6n : 

Haciendo la s us t it uci on . 
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2 = ( x 2 - 2 ) 2 z 2 = 5 x - 6 - X 2 = x 2 z 2 - 4 z 2 x + 4 z 2 



Ax - 6 - x 2 = (x - 2)z, despejando x, 

5 x - 6 

-*• (z 2 + 1) X 2 -*(4z* + 5)x + 4z^ + 6 = 0 

2 z 2 + 3 



(x - 2 ) ( x - 



4=0 



+ • 1 



x i - 2 t x 2 



2 z + 3 
z 2 + 1 



dx x = 0, se descarta, ■+■’ tomamos x 2 para hallar la solu 

cion deseada. 

- 2 z dz : 



dx 2 - 



( z 2 + 1 ) 2 



en la integral se tiene 



2 (. 2 z :,-L-J.) ( -, 2zd -L_) 



+ 1 (z 2, + 1)' 



5 ( 



/2z 2 + 3v^ 1/2 



2z + 3 
z 2 + 1 



) -6 -(- 



z +1 



l(2 



4 ( 2 z 2 + 3) (z ) dz 

(z 2 + l ) 3 



[~5 ( 2 z 2 + 3 ) ( z 2 + 1) -6 (z 2 + l) 2 - (2z + 3) 



2 1/2 



z 2 + 1 



- 4 ( 2 z 



( z 2 + 1 ) 



+ 3) z dz f ( 2 z 2 + 3) z dz _ _ 4 A (2z 2 + 

2 (z 2 ) 4,2 J (z 2 + l) 2 z j (z 2 + 



+ 3) dz 

L) 2 



2z 2 + 3 

(z 2 + 1) 2 (z 2 + l) 2 (z 2 + 1) 



Az + B + £z + .,A_ = Az + B + (Cz + D)(z 2 +1) 



2z 2 + 3 = Cz 3 + Dz 2 + (A + C) z + B + D 

igualando los coeficientes de la misma potencia de z; 
C = 0 

D = 2 ■+ A = C = 0 , B = 1 » D=2 

A +C = 0 
B +D = 3 
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CAPITULO XVIII 



CENTROS DE GRAVEDAD, 
PRESION DE LIQUIDOS, TRABAJO, 
VALOR MEDIO , MOMENTO DE 
SUPERFICIE 

El centro de gravedad de una superf icie plana defiriiraos del 
siguiente modo: un trozo de carton rigido, piano y horizontal, 
permanecera en equilibrio si se sostiene en un punto determina— 
do. Este punto de apoyo es el centro de gravedad de la super fi. 
cie plana del carton. 

- Para algunas figuras q ue se estudian en la geoinetria elemen — 
tal, las posiciones del centro de gravedad son evidentes. 

- Para un rectangulo o un circulo, el centro de gravedad coinci. 
de con el centro geometrico de la fig. 

- Si una fig- plana tiene un centro de simetria ese punto es* 
el centro de gravedad. 

- si la fig. plana tiene un e j e de. simetria el centro de grave- 
dad estara en el eje. 



PET ERMINAC ION DEL CENTRO DE GRAVEDAD MED I ANT E EL CALCULO 

INTEGRAL 



Sea la superficie: AMPNB, di- 

vidamosla en n rectangulos, 
c/u con base Ax. 
aderaas sea dA el area' 
de los rectangulos y su ceir 
t ro de gravedad C(h,k) 

+ dA = ydx; h = x, 

k = j y ( l) - 
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El memento de superficie de este rectangulo con respecto a 
Ox(u Oy) 'es el producto de su area por la distancia de su cen- 
tre de gravedad a Ox (u Oy) . si estos rat os son respective- 
mente dM^ y DM y , entonces 



dM y DM , 

X : y * 

dM = kdA; 
x 



dM 



h d A 



( 2 ) 



El memento de la superficie plana AMPNB se obtiene aplicando el 
teorema fundamental del c'alculo a la suma de los mementos de la 

superficie, de los re ct angulos - fundament ales , de donde se obtie 
ne que: - — 



M 



/ 



kdA, 



M 



/ 



hdA 



(3) 



Si el centre de gravedad de la fig. AMPNB es ctf.y, y e l area A 
la^relacion entre los mementos de superficie (3) y x y 7 se dan 



A_ = M 



A- = M 

y x 



( 4 ) 



/ 



Para calcular U , y) ; . hallamos los mementos M , M que segun 
(1) y (3) es: r h , x y 



» y -f 



xy dx 



donde debe sustituirse el valor de y en funcion de x deducido 
de la curva MPN 

Si el area A se conoce, entonces, de (4) tenemos: 

M M 

X = A* ’ y ■ A^ 

COORDENAPAS polares 



Las coordenadas (x,y) del 
centro geometrico de un a 
area plana limitada por 
la curva. P = f(t3) y los 
radios vectores 0=6 

® = se da por: 
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Ax = x 



Ay = y 






P 3 cos 0 dS 



p 3 send dd 



r 02 

i i 

2 'e, 3 

. 1 - 

2/0 3 



x P dB 



y p 2 dB 



■'9, 

y el area plana limitada por P - f(6) y los radios vectores; 



0=0 .9=6, viene dada por: 

rB, 



if 



P 2 d6 



PROBLEMAS : 

Hallar el centro de gravedad de c/u de las superficies limitadas 
por las siguientes curvas : 




dM - kdA = 

x donde k =» 0 ; h - x> dA = ydx 

dM * hdA 
y ,h 



kdA = 0 -► M x = 0 ,*-• ( 2 ) 



x 70 

r h zf 

M =1 xydx “ (2p) l/2 l x ux - " - 2 

y J 0 o y 

= | (2p) ,/2 h^ - M « | (2p) l/2 h 5/2 ... (3) 



xydx - (2p )^ 2 f x 3 ^ 2 dx -*• M v ” f (2p) l ^ 2 x 5|,2 J 
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de (1), (2) y (3) se tiene 

M 



16 . . - x 
15. ’ y ‘ A" = IT 



; x - y 

Solucion . 

Sea C(h,k) el centro de 
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] 



4. - 





X A = 1 



1 7 



5. - 



( X , y ) - ( 1 , ^j) 



y-x , y = 8 , x = 0 
So lucion . 

Sea (h,k) el centro de gravedad 




M y = / 0 hdA = i( 0 x2dy = 1 1 5,2/3 dy “ rfi y *] 



48 

5 



H -if 

y 5 



(3) 



de ( 1 ) , (2) y (3) se tiene finalmente 

- _ M y _ 48/5 48 4 

X = A 12 = 60 5 



y = 



384/7 = 384 _ _32_ 
12 84 7 



• • ( x > y ) _ (y > ^y) 
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6 . - y = 4 x - x ; y = 2 x- 3 

So l ucifon . 

Calculo de areas de: 



, - -f< 



(4x -- x 2 - 2 x + 3.) dx 



(2x + 3 x )dx 



2x - 3) dx 



J 0 

v i [i x " ■ x2 ■ 3x ] o 

r 3/2 r 

^ 2 = (2x - 3) dx *= -I 

' 0 J 3 

[ 3x - x2 ] 



(2x - 



1 3/2 A 



r 



3/2 



= J ( 4 x - x ) d : 
y 0 




r 3 f 3 

A,, = I. (4x - x* - 2x+ 3)dx =1 (2x+ 3 - x‘)dx 

3/2 3 /2 

* [ x2 + 3x “ T x3 ]b /2 =1 J 

LOS CENTROS DE GRAVEDAD DE: 

A^ El centro del rectangulo generico es : 

[ x j 7 <yi + y 2 )3 ~ [ x • 7 < x2 + 6x + 3 >] 

‘ M x ■/'} (y i + y 2 )dA = l/ <x 
1 -1 . 

(° 

M = jj (" x 4 + 

x IJ 



- 6x 4* 3)(2x + ,3 - x ) dx 



8x 3 - 1 2 x 2 - 12x + 9 ) d x 
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— + 2X 1 * - 4x 3 - 6x 2 + 9x| 



r. 



22 

5 



•[- 

M y ■f 1 x(2x + 3 " x2)dx ” [i x3 + f x ' " i X \L“ " 

A 2 ; El cent ro del rectangulo generico es : 

[x. j (-2X + 3)] 

<3/2 



7 

12 



■* M - if (- 

x 2 Jo 



f 3/2 

2x + 3) ( 2x - 3) dx = ij (4x 2 - 9)dx 

0 ■ J 0 



i [4 x- - „r 2 ? 



2 L3 
'3/2 



1 3/2 

Jo 4 

3/2 



r3/2 r 3/2 

M “I x ( 2x - 3)dx “I (-2X 2 + 

y J o J o 

- [- 4 -’ *y -1 



3x) dx 



A 3 : El centro- del rectangulo generico es : 

[*• t y,] - [ x > t (4x - x2) l 

p/2 ' / 3/2 

-► m s 7 (Ax-x 2 )(4x,~ x 2 )dx = 'rj (16x 2 - 

x 2 y c '0 

0 

1 r 

M x = 2 L 



8x 3 +x 4 ) dx 



1L x 3 . 2x ^ + I X s 



f 3/2 ( 3/2 

M =1 x(4x - x 2 ) dx =1 (4x 2 - x 3 

y ) '0 



1 3/2 9 x 16 7 _ 150 3 

160 



160 



) d x 



u , i *r /2 

* [3 X 4 X J 0 64 



202 



s El centro del rectangulo generico 



X*. 7 ( 6x - 3 x2 )j 
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3/2 

3 



(6x - 3 - x )(2x + 3 - x 2 )dx 



z/ 3/2 



(x - 8x 3 + 1 8x 2 + 12 x - 9 ) d x 



x 5 - 2x** + 6x 3 + 6x 2 - 9xJ 



M - iFi 

x 2 L5 

f 3 r 3 

M =1 x(2x + 3 - x 3 )dx -I (2x 2 + 
y J V2 3/2 

p2 3 3 2 1 si 

[3 X + J X - 5 X J 



, 4563 
3/2 " 160 



3x - x )dx 



1 3/2 * 64 



calculo de los centres de gravedad de cada area sera 



-7/12 

5/3 



20 



5 yi 



-22/5 

5/3 



66 

25 



C, - (x,y) - <>=£-, -|f) 



0 - 9/8 1 - - 9/4 

2 -" x * 9 M T ; *2 - Trf- - - 1 



9/4 



(x 2 ; y 2 ) - (*7 » - i) 



3. - X, 



4 . - x L 



207/64 23 

27/8 24 • : y 3 



1503/160 167 



27/8 



60 



• c 3 - (x 3 * y 3 ) - . Ty> 



441/64 49 



27/8 24 



tt ; n 



4563/160 _ 169 
27/8 " 20 



c - “ 

finalmente apXicando el aiguiente concepto. 

Aj Xj + A 2 x 2 + A 3 x 3 + A^x* 

X Aj + A 2 + A 3 + A»» 
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A, y j + A 2 y 2 + Aj y 3 + A,,y , 
A t + A 2 + A 3 + A, 



s e t lene : 

- -I x( - 2^ + ( ! } x ( i> + (i l ) x # 

x « .5 " 9 7U TTT — 

3 4 8 8 



= 1 



5 . , 66* , 9 * , .* ,27* , 167 * . , 169 * , -2 7 x 

(• 3 ) X (- — ) + (j-) X (-1) + * g) X ( 6Q ) ( 2Q ) X ( g) 

5 + 2 + 

3 4 8 



= 2.93 



El centro de gravedad general sera: 
C = ( x, y ) ® (1, 2.93) 



7.- y 2 * a 2 - ax ; x = 0, y - 0 , (primer cuadrante) 

So lucidn . 

Aqui: el centro de gravedad sera (h , k) 



donde : 



d A = xdy; h = y; k=yx 





1 2 y - y 2 ) dx 
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M -d (ll 
v ^0 a * 2a L 



Ca 4 - 2a 2 y 2 + y 4 )dy * 



-*£ 



2 2 3,1 S 

ay-jay + jy 



M =JL a 3 / 
v 15 a 



■+■ x = j a 



3 

y = 8 a 



- C = (x,y) = Cj a, | a) 

8. - Hallar el centro de gravedad de la superficie limtada por el lazo de 

2 2 3 
la curva y * 4x - x 

So luoidn . 

Sea el centre de gravedad C(h,k) 
dA = ydx ; h ■ x, k *= 0 

9. - Hallar el centro de. gravedad de la parte de la elipse 



r 7l/2 

b I / 2 



£ 



■> A « — | ta* - a 2 sen 2 0) 1 ^ 2 



sf 



/2 

a 2 cos 2 9d0 
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»ti/2 



ab 



j (1 + coa20)d9 f 


0 + sen , 29 l 


0 L 


1 J 



29 1 ,,/2 abir 



ab* 



Cl) 



los mementos de superficie seran: 
ra 



M (a 2 - X 2 )^ta 2 - x 2 )‘ ,2 dx - 



2a o 



2a y 0 



f 



Ca 2 - x 2 )dx 



2a 



[*■* ■ 5 



"x -4 U) 



m .±r 

y a y _ 



x(a 2 - x 2 )^ 2 dx 



f b > 2 2 % 3/2*] a a 2 b 

N“ -*> J„ — 



M --si .... (3) 

y 3 



de Cl) > C2) y C3) obtenemos los centros de gravedad. 



' \ : 



y 4a_ 
A = 3TT 



; y = 



x_ _ Ab 

A 3TT 



rt/ - - v ,4a 4b N 
^ c Cx,y) ■ » 37T ) 

10. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la ciaoide 

y 2 (2a - x) * x 3 y su asintota x *= 2a 

Soluoidn . 

Sea el centro de gravedad C(h,k) 
dA = ydx ; h = x, k = 0 
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Hsciendo la sus tituciSn . 



j 2 *4-x -+ x = 4 - u 2 



4 



dx * - 2udu 

en la integral se tiene; 
4 



(4 - u Z )C-2u 2 )du 



r 



. J Q 



C2u" - 8u 2 )du 



f*2 5 8 3] 

L5 u -3 U J 



pero u, = (4 x) 1 / 2 -♦ 




(4 - *>•* - 1 (4 - xH' = i|l 
* J J 0 15 



128 



15 



Los centroa de gravedad seran: 
>4 



. .r 

x ;o 

T“ 

VJ„ 



QdA m 0 



x(4x 2 - x 3 ) l/2 dx - j x 2 C4 - xi^dx 



r 



Haciendo la austitucitfn: 

u z =4-x * x - 4 — u 2 + dx ■ — 2udu 
en la integral se tiene: 



M y W - u*)W),u • j (-32u 2 + J 



16u" - 2 1 ’)du 



Pero: u «* (4 - x) 



1/2 



M y * [“ -T CA " *>* + « - x) * - | (4 - x) 7/2 ] 
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2048 



105 



M 



x = -X 
X A 



16 



; y - 0 



16 



c * CxT y) * C -y . 

Haciendo la sustitucitfn: 



2az 



2a - x * 



dx 



z + 1 
4az 



(r 2 + 1> 2 



y donde 



x - 2a ; z « 00 
x « 0 ; z « 0 

en la integral se tiene: 




. s .‘f 

J 0 z 2 + 1 Cz + 1) J 0 C* + 15 



nuevamente haciendo la sustitucion: 

z » tg 9 + dr « aec 2 0 d0 donde f r = ~ , 9 » TT/2 

z * 0, 9*0 



en la integral se tiene: 
A * 8a 



p/2 


,r /2 4 2 ( 


I tz^Qaec 2 9d9 


_ 8a j aen 9d9 .= 8a j 


Jn sec 6 0 


'0 



t/2 



cos 29) 2 ^ 



att/ 2 r /2 r /2 

A = 2a 2 J Cl - 2coa29 + co S 2 20)d9 - 2a 2 {J o _d9 -J coa20dC29) + 

p/2 p/ 



p/2 p/2 

cos49dC491) 

'0 "0 
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-Hr C = (x,y) * Cy a, 0) 

11. Hallar la distancia del centro del circulo centro de gravedad de un 
sector circular de radio r y angulo 2^ . 

Solucidn . 

En nuestro grafico hemos situado el sector de tal raanera que su centro 
geometrico esta sobre el eje x por simetrfa, la abscisa de este centro 
ser£ igual a la del are 3 que se halla encima del eje x, y que limita 
por x 2 '+ y 2 = r 2 y la recta y * x tg0 




el area sera: 

<*rsen 0 



^rsend frsenU ^rsenu 

A =J C>4 2 - y 2 - y ctg9)d0 =J 0 /r 2 - y 2 dy - ctg 0j 0 ydy 
_ 0 

A ■= jj y/r 2 - y 2 + i r 2 arcsen-^ - A y 2 ctgsj 



I rsenO 

o 



1 2q 

A * y-r & 



Cl) 



Los momentos de superficie seran: 
f rsenG 

OdA ■ 0 . , C2). 



X Jq 
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✓rsenB 

M y = IJq “ y 2 + y c t gO ) ( Jr^ ^y 2 - y ctg0)d0 



✓rsenB 



1 

CM 

\ 

CM 

U 


y 2 c t g 2 0 ) dy 1 


fa 1 3 

[r y - 3 y 


. “irsen© 

-iy 3 ctg*e 

Jo 


1 -y r 3 sen© 


(3) 


(2) y C3) 


se tiene: 


2rsen0 
35 * 


y = 0 



/25 senQ 
1 39 



, 0) 



Luego,la distancia del centro del circulo al centro de gravedad del aector 
circular es: 

2rsen0 



distancia 
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12. Hallar el centro de gravedad de la auperficie limitada por la cardioide 
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Los centros de gravedad aer£n: 



Ax 



3a 



“l / 0 p3coa9d9 “T“ 9 io 0 + 

, n 

— x ■"4' a 3 1 CcosQ + 3 cos 2 8 + 

i 3 J o 

S 8 Jn C 8 + 



cosO ) 3 cosOdQ 



3cos 3 0 + cos'*0)d0 



cos0 + -“’008 20 + 3cos0 + 3aen 0cos0 + 



+ -j coa20 + “ cosA6)d6 



i a 3 0 + aen0 + aen20 + 3sen0 + sen 3 0 + ~ sen20 + -~"aen40j ^ 

3*ira 2 - 15 a. 5 

— x =Ya a7t + k * 6 a 

El eje de simetrfa de la fig. es el eje x, entoncea la ordenada del cen- 
tro de gravedad es y * 0 

C - (x, y) « (“ a , 0) 

, r 

CENTRO DE GRAVEDAD DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 



El centro de gravedad mecanico 
de un s61ido homog£neo coincide 
con el centro de gravedad geome 
trico de ese cuerpo si el soli- 
do posee un piano de simetria 
al centro de gravedad estarS en 
ese piano . 

(I) El momento de cilindro con 
respecto al piano que pasa 

por OY perpendicular a OX es: 
dM = xdV - ^xy 2 Ax 

y 
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II. EL MOMENTO DEL SOLIDO: 



es : 



Vx 



= M = f ' ffxy 2 dx 
y 0 

fROBLEMAS: 

Hallar el centro de gravedad para c/u de los siguientes s6lidos . 




de (1) y (2) se tiene que 
M 



1 V 2TT r 3 8 



2. Paraboloide de revolucion. 

Soluc'idn . 

Sea la ecuacion generatrfz: 

(x - h) 2 + y 2 = h 2 . -*■ y = Ai 2 - (x-h ) 2 

324 




El Srea liraitada por Ox y cada una de las curvas siguientes gira alrede- 
dor de Ox, Hallar el centro de gravedad del solido de revolucion que se 
engendra : 

« 2 2 2 0 
3 x - y = a ; x - 2a 

Solucidn. 
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V m j^ dV » TrJ' 



2a 

(x 2 - a 2 )dx » TT 



M TTa^ 



X - JL-± 



27 



2a 



TTa 3 



4 •- ay = x , x ® a 

El momento de cilindro sera: 




V - 5 TTa d .... (2) 
de Cl) y C2) se tiene que : 



M I TTa" 

x = -X=J = JL a 

V 6 



5.- x 2 + y 2 = 4, x = 0, x — 1 



Solucidn . 
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Women to de cilindro sera : 




La super fic ie limitada por Oy y cada uno de las curvas siguientes gira 
alrededor de Oy. Hallar el centro de gravedad del solido de revoluci£n 



que se engendra. 




ario.net 



ffb‘ 

80a 2 



_ M x _ 7rb 6 /96a 2 5 . 

V q 7 - — b 

TTb^/80 a ' 6 

y = i 



7 = ^b 



7 2 2 

7 *“ x - y - y * o - f 



SoluciSn. 



\-'f 0 +y 2 )dy = tt( Cy + y 3 )dy 
u J n 



M x = Tr^ y 2- + | /j' = 2„ 
0 



M - ± 7T 
x 4 



Cl) 



El volumen sera: 

(1 + y 2 )dy = 



f l 

v = n (J 

V 



-44 4 - 1 . 



y = ■ 



i- 



_9 

16 




y = 



16 
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ECUACIONES D1FERENC TALES DE 1° OKDEN Y DE PRIMER GRADO 



Una ecuacion de primer orden y de primer grado sa puede escribir en la 
forma : 

M(x,y)dx + N(x,y)dy * 0 

donde: M,N son funciones de x,y de las ecuaciones dif erenciales que perte 

necen a esta clase las mas comunes pueden dividirse en cuatro tipos a aaber 

I. ECUACIONES CON VARIABLES SEP ARABLES : 

Son las ecuaciones dif erenciales cuyos t£rminos ae pueden disponerae 
de la forma: 



f(x)dx + F(y)dy » 0 



CD 



donde f(x) es una funcion de x unicamente, F(y) una funcion de y unica- 
mente este procedimiento se llama separacion de variable y su solucion se 
obtiene por integracion directa. 



J"f(x)dx + J 



f(x)dx + J F(y)dy * C, c, constante ... (2) 



REGLA : 

1 ° PASO, : Quitar denominadores ; si la ecuacion contiene derivadas, se multi^ 

plican todo los t£rminos por la diferencial de la variable inde - 

pendiente. 

2® PASO : Se sacan las diferenciales como factor comun, si entonces 

la ecuacion toma forma: 

xydx + x’y'dy = 0 

en donde x,x f son funciones de x unicamente y Y, Y f son funciones de 
y unicamente, puede reducirse a la forma (1) dividiendo todo los terminos 
por X’Y 

3- PASO, se integra cada parte separadamerite, como en (2) 

II. ECUACIONES HOMOGENEAS : : . 

Se dice que la ecuacion diferencial: 

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 



329 



nario.net 



Es homogSnea cusndo M,N, son funciones homogSneas de x,y del mismo grado; 
es decir que verifican la siguiente identidad : 

f(Ax, Ay) » A n f(x,y) 

y se resuelven haciendo la sustitucion y = ux, esto mas dara una ecuacion 
diferencial en u y x en la que las variables son separable y se procede 
a resolver de acuerdo a las reglas del tipo I. 

PROBLEMAS : 



HaHar la solucion general de c/u de las siguientes ecuaciones diferencisles 



1) (2 + y)dx - (3 - x)dy ■= 0 

Soluddn . 

A fin de separar las variables dividimos por (2 + y) (3 - x) 




2 + y 



0 



f inalmente integrando se tiene; 




C H 








y 



- c 



- Ln(3 - x) - Ln(2 + y) - LnC 

- - Ln(3 - x) (2 + y) - LnC - Ln(3 - xl(2 + y) - LnC 

Comando exponencisl a anbos miembros se tiene: 

- Lne (3 x >C2+y> _ tae c _ (3 - x )(2 + y )Lne - CLne 

“ (3 - x)(2 + y) - C (por ser Lne - 1) 

2) x(x + 3)dy - y(2x + 3).dx - 0 
Soluddn . 

a fin de sepsrsr las variables dividimos por: yx(ac + 3) 

-ii - c^L±Aidx-o 

y x(x+3I 
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Tomando integrales se tiene: 

- fjL - f C2 V 3) ^- - C 

J y J x(x + 3) 

dy f d(2x + 3) = c 

y J x 2 + 3x 

■ Lny - Ln(x)(x + 3) * LnC 

■ Lny * Lnx(x + 3) + LnC = Lnx(x + 3)C 
® Lny = Ln cx {x + 3) 

tomando la exponencial s 3mbos miembros se tiene: 
y ■* CxCx + 3) 

3.- A + x 2 dy - A - y 2 dx « 0 
Solucidn. 

para separar variable dividimos por (.4 + x z )(Vl - y 2 ): 

b dy dx 0 

*4 - y 2 »4 + x 2 

integrando sa tiene: 

« arcsen y - Ln(x +* A + x 2 ) ■ LnC 



« arcsen y ■ Ln(x + A + x^) + LnC * LnCCx + A + x 2 ) 

« arcseny - LnC(x + A + x 2 ) 

4*- Cl - x)dy - y 2 dx - 0 
Solucidn. 

Separando variable se tiene; (dividir por: (1 - x)y :) 

Jl. o 

2 1 - X 

y 

integrando se tiene: 
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" ~ 7 + - x) = LnC 

= y “ Ln ^- 1 “ x) + LnC = LnC (1 - x ) 

1 - y LnC(l - x ) 

5.- (x + 2y ) dx + (2x - 3y)dy « 0 
Soluc'tdn . 

Aqui MCx.y) = x + 2y - M(Xx,Xy) = X(x + 2y) 

N(x,y) - 2x - 3y - NCXx.Xy) = H 2x _ 3y) 

• • M(x,y), N(x,y) son homogeneas de grado 1 -► 

hacemos la sustituciSn y = ux d y •- u dx + xdn „„ i 

y uax + xdu en la ecuacion se tlene 

(x + 2ux)dx + (2x - 3ux)(udx + xdu) ■ 0 
" X ° + 4u “ 3u2 >dx + x 2 C2 - 3u)du = 0 
A fin de separar la variable dividing per: x 2 (l + 4u - 3u 2 ) 



= + (2_^3u)di L _ 

X , 7 2 “ ° 

l+4u-3u 

integrando se tiene : 

C.2 ~~ 3u)du 






» c 



J } l+4u - 3u‘ 

Haciendo el cambio de variable en el 2do miembro: 



V - 1 + 4u - 3u 2 - i|.. (2 _ 3u)du 



, r ^x i_ f dv 

J X 2 J ~V = 



Lnx + 2 LnV _ LnC, pero; V « 1 + 4u = 3 U 2 
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- 2 Lnx + Ln(l + 4u - 3u 2 ) - 2 LnC 

- Lnx 2 (1 + 4u - 3u 2 ) - LnC 2 
m X 2 Cl + 4u - 3 u 2 1 “ C 

Pero : U ■> ~ 

*2 

• x 2 Cl + 4 2* - 3-I-) - X 2 '+ 4xy - 3y - C 

X 2 

X 

6.- (3x + 5y)dx + 04x + 6y)dy * 0 

Soluci-dn . 

M(x,y) * 3x + 5y + M(Ax,Xy) - X(3x + 5y) 

N(x,y) ~ 4x + 6y N(Ax,Xy) * X(4x + 6y) 

M(x,y), N(x,y) son homogeneas y de grado 1 
-*• hacemos la sustitucion 

y = ux, **■ dy m udx + xdu en la ecuacion se tiene . 



C3x + 5ux)dx + CAx + 6ux)(udx + xdu) -» 0 



» x (3 + 9u + 6u 2 )dx + x*C4 + 6u)du = 0 



A fin de aeparar las variables dividimos por : 
x 2 C3 + 9u + 6u Z ) 



dx . (4 + 6u)du _ n 

— + ■ r - u 

x 3 + 9u + 6u 



integrando se tiene: 



f dx f (4 + 6u)du C dx C C^u + A)du 

J~ J 6o 2 + 9u + 3 "J v "3 (6U + 3)<U + 



1) 



= c 



del 2do miembro se tiene: 



t 
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6u + 4 

(6u + 3)(u + 1) 



A b 

6 u + 3 + u + 1 " Atu + ^ + B( 6 u + 3) - 



“ (A + 6 B)u + A + 3B 



i gual ando los coeficientes de la misma potencia de u ae tiene: 
A + 6 B e 6 

“*• A - 2, B - 1 

A + , 3B « 4 






■ fe+lfl&z ± 3) + 2 f du 
J x 3 J 6 u + 3 + 3 J u + 1 



Uix + y LnC6u + 3) + 



2 

+ y Ln(u + 1) = LnC 

- Lnx J ( 6 u + 31(u + l ) 2 - LnC 3 

tomando exponencialea a ambos miembros: 

- x’ C 6 u + 3) (u + 1 ) 2 . c 
pero u ■ - 2 - 

X 

“ x’C 6 f+ 3)^.+ I ) 2 - ( 6 y + 3x)(y + X ) 2 - C 

1 '~ ( 0 y + 30x).dx + (5y + 7 x)dy - 0 
Soluoidn. 

MCx.y) - 8 y + 10x ' Mttx.Xy) - A (By + 10x) 

N(x,y) - 5y + 7x -*• N(Ax,Xy) - X( 5 y + 7 X ) 

• . M(x,y), N(x,yl aon homogeneas de 1 - grado 
+ hacemoa la austitucitfn; 

y - ux, — dy - udx + xdu en la ecuacifin ae tiene j 
C 8 ux + 10x)dx. + (5ux - 7xi_(u<bt + xdu) - x( 5 u 2 + 15u + lOldx + 
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+ x (5u + 7)du « 0 , para separar variables dividimos por: 



x 2 (5u 2 + ISu + 10): 



J-+f- (5u + 7)du ■= o 

J X J 5 u 2 + 15u +10 



integrando se tiene: 



_ T dx t ( C5u + 7)du f dx _1 f (5u + 7)du 

J x . J 5u 2 + 15u + 10 ' x 5 J +2 H U+ 

ft dx , 3 | du 2 f du 

7 x 5 J u + 2 + 5 J u + 1 



3 2 

Lnx + jLn(u + 2> + y Ln(u + 1 ) ■ LnC 



Lnx S Cu + 2) 5 (u + l ) 2 - LnC 5 



tomando exponencialea a amboa miembros: 
- x 5 Cu + 2) 3 Cu + l) 2 - C 

pero: u * — — ► 



* x Cy/x + 2) 3 (y/x + l ) 2 - C 

- (y + 2x) 3 (y + X ) 2 - C 

8 .- 2 zC 3 z + l)dw + Q - 2v) dz - 0 
Solucidn . 

park separar variable dividimos por: z( 3 z + 1)(1 - 2w) 

,_2 dv_ dz . Q 

1 - 2w + z(3z + 11 U 

integrando ae tiene: \ 

2 I - dv 4. f dz r dQ2v - 1) .if dz 

J 2v - i + J zC3z +1) J 2w - 1 + 3 J z 2 + 

Completando cuadr8do al segundo tlrmino se tiene: 
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= - Lnx + Ln(2u + i4u 2 +"T) = LnC 



•= LnC2u + Au* + 1) = Ln xC 
tomando exponencialea se tiene: 



2u 4- Au 4- 1 = xC ; 



pero 



.u - — + 

x 



2z 



Az 2 + X 2 



*= xC = 2z + Az 2 + x 2 = x 2 C 



2 / 2 2 

2z - x C ■ - /4z + x ; elevando al cuadrado 

4z 2 - 4zx 2 C + xV = 4z 2 + x 2 
1 + 4zC - x 2 C 2 = 0 



10. C2x 2 + y 2 )dx + (2xy + 3y 2 )dy = 0 
So lucidn . 

M(x,y) = 2x 2 + y 2 M(Ax,Ay) = A 2 (2x 2 + y 2 ) 

NCx,y) = 2xy 4- 2y 2 N(Ax,Ay) * X 2 C2xy + 3y 2 ) 






M(x,y), N(x,y) son funciones homogeneas de 2do grado 
-► hacemos la sustituci6n y » ux dy * udx 4- xdu, en la ecuacitfn ae 



tiene : 



(2x 2 + (ux) 2 )dx 4- (2xCux) + 3(ux) 2 )(udx + xdu) 



■ x 2 (2 4- 3u 2 + 3u 3 )dx 4* x 3 (3u 2 4- 2u)du ** 0 
para separar las variables divi dimes por: 
x 3 Qu 3 4- 3u 2 + 2) j 



dx (3u 4- 2u)du 

x 3u 3 4- 3u 2 4- 2 



integrando se tiene; 



f dx + f (3u + 2u)du ^ f dx + 1_ f d(3u 3 + 3u 2 4- 2) , ^ ( 
J x J 3u 3 + 3u 2 + 2 ' x 3 j 3u 3 + 3u 2 + 2 
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1 3 2 

= Lnx + — Ln(3u + 3u + 2) * LnC 

= Lnx 3 (3u 3 + 3u 2 + 2) = LnC 3 

Tomando exponenciales a ambos miembros: 

= x 3 C3u 3 + 3u 2 + 2) = C 
pero: u - -► 

“ x ’ <rf~ + ^~+2) - 3y 3 + 3x y 2 + 2x 3 - C 

X X 



11. 2(1 + y)dx - (1 - x)dy - 0 

Solnoidn. 

A fin de separar variables dividimos por (1 + y ) (i - x ) 
2dx dy 

= r— r- i”r~ = o 



1 - x 1 + y 



Integrando se tiene: 



- 2 /t~ -/ttV - - 2L«u - ri - L.a +y) . 



LnC 



- - Ln(l - x)(l + y) - LnC = LnC(l - x) (1 +y) - 0 
Tomando exponenciales se tiene: 

- C(1 - x)(l + y} - 1 r (1 - x )(l + y) - -i- - C 

c 

12. (1 + y)xdx - (1 + x)ydy - 0 

SoluciSn. 

A fin de separar variable dividimos por: (1 + y)(J. + x) : 



integrando se tiene: 



1 + x 
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/<> - TTi :'* 1 + ) (1 - TT} 1 *' ■ 

- x - Ln(l + x) + y - Ln(l + V) ■ LnC 

- LnC(l + x)(l + y) = - (x + y> 

tomando exponenciales a ambos miembros 

* C(1 + x)(l + y) 55 e + . 

\ 

13, (3x + y) dx + (x + y)dy - 0 
Solucidn > 

M(x,y) • 3x + y ** M(Xx,Xy) - X("3x + y) 

N(x,y) ** x + y ** N(Xx,Xy) ■ X(x + y) 

M(x,y), N(x,y) son homogeneas de ler grado: 

-► hacemos la sustitucion y - ux + dy - udx + xdu 
** (3x + ux) dx + (x + ux) (udx + xdu) 

» x(u z + 2u + 3)dx + X 2 (u + l)du - 0 
para separar las variables dividimos por: x 2 (u 2 + 2u + 3) 

dx + (u + l) du__ ^ q 
x u 2 + 2u + 3 
integrando se tiene: 

( dx , f (M ± l)du, . f dx + f d(u 2 + 2u +Jj . 0 

J x J u 2 + 2u + 3 J * 2 J u Z +2u + 3 

- Lnx + ~ Ln(u 2 + 2u + 3) “ LnC 

• Lnx 2 Cu 2 + 2u + 3) “ LnC 

tomando exponenciales se tiene: 

* x 2 (u 2 + 2u + 3} * C 

pero: u - ^ + , 
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+ iz. + 3 ) « y 2 + 2xy + 3x 2 = C 



14. xy (y + 2) dx - Cy + l)dy 3 0 

Solucidn . 



= xdx - ty + ^ „ o 

y(y + 2) 



integrando se tiene; 



/xdx - f , (y + 1)dy - f xdx - j fJ&Lt 
' J y 2 +2y J 2 J y 2 +■ 



c 

2y 



X 2 1 2 

“ y - y Ln(V + 2y) » LnC 



- - LnC 2 (y 2 + 2y). = - x 2 



- LnC 2 (y 2 + 2y) - x 2 
Tomando exponencialee ae tiene: 

- C 2 (y 2 + 2y) « e x2 

15. (x - 2y)dx - (2x + y)dy ** 0 

Solucidn , 

M(x,y) - x - 2y + N(Xx,Xy) - X(x - 2# 

N(x,y) « 2x + y + N(Xx,Xy) - X (2x + y ) 

. . M(x,y), N(x,y) son funciones homogeneas de grado 1 . 
** hacemos la sustitucidn y « ux •+■ dy « udx + xdu 
“ (x - 2ux) dx - (2x + ux) (udx + xdu) » 0 

0 



- x(l - 4u - u 2 )dx - x 2 (2 + u) du 
para separar variable diyidimos por: x 2 (l - 4u - u 2 ) 

dx (u + 2)du 

xs — «= 0 

X . . 2 . r -.<■•• -v 

1 - 4u - u 
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Integrando se tiene: 



r dx f (u + 2) du = f dx f d(l - 4u - u 2 

x "J 1 - 4u - u 2 ' J , X 2 J 1 - 4u - u 2 



1 2 
= Lnx + — Ln(l - 4u - u ) = LnC 



= Lnx 2 (1 - 4u - u 2 ) = LnC 



tomando exponenciales se tiene: 



x 2 (1 - 4u - u 2 ) “ C 



pero: u ** y/x 



x 2 Cl - C Hx 2 

x x 2 



4xy - y 2 =* C 



16. C3x + 2y) dx + xdy * 0 

M(x,y) « 3x + 2y M(Xx,Xy) = X(3x + 2y) 

N(x,y) » x N(Xx,Xy) - Xx 

M(x,y), N(x,y) son funciones homogeneas de 1® grado -► hacemos la 
sustitucion y = ux dy = udx + xdu* 

• (3x + 2ux)dx + x(udx + xdu) 

» x(3 + 3u)dx + x 2 du - 0 

para separar variables dividimoe por: x C3 + 3u) : 



- ^ + vXT- “ 0 

x 3 + 3u 
integrando se tiene 



f dx , f du f dx l ( du 

! J x + J 3 + 3u ’ J x 3 J 3 + 3u 



Lnx + -j Ln(.3 + 3u) = LnC 



Lnx 3 (3 + 3u) = LnC 3 



tomando exponencial ae tiene: 

- x* C3 + 3u) = C 
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pero: u * y/x 



- - CH 3x 3 + 3x 2 y - C 

17. Cx 2 + y 2 )dx + (2xy + y 2 )dy « 0 

Solucidn . 

M(x,y> - x 2 + y* •+ M(AX, Xy) - X 2 (x 2 + y 2 ) 

N(x,y) - 2xy + y 2 •+ N(Xx,Xy) - X 2 (2xy + y 2 ) 

. ’ . M(x,y) , N(x,y) 9on flinciones homogeneas de 2® grado 

hacemos la sustituclon y = ux + dy - udx + xdu 
en la ecuacion 8e tiene: 

- Cx 2 + uV)dx + (2ux 2 + u 2 x 2 ) (udx + xdu) -.0 

= x (1 + 3u 2 + u 3 )dx + x 3 (2u + u 2 )du * 0 

A fin de 8eparar laa variable8 dividimos por x 3 (1 + 3u 2 + u 3 ) ; 



dx + (2u + u 2 )du 
X 1 + 3u 2 + u 3 



integrando se tiene: 



f— + f C2u > u 2 ) du _ f dx 1 f d(u 3 + 3u 2 + 

J x J 1 + 3u 2 + U 3 J X 3 J u 3 + 3u 2 ; 1 



1 3 2 

Lnx + - LnCu + 3u + 1) - LnC 
Lnx 3 (u 3 + 3u 2 + 1) - LnC 3 



11 



tomando exponencial a ambo8 miembros: 

- x 3 (u 3 + 3u 2 + 1) - C 

pero: u - y/x + - x 3 Cy 3 /x 3 + 3y Z /x 2 + 1) - y 3 + 3y 2 x + x 3 



C 
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En cada uno de loa siguientes problemas, hallar la solucion particular 
que se determina por los valores dados de x,y* 



18 . &-+ 0, x - 4, y - 2 

y x 

Soluaidn . 

8 ep a ran do variable, a tiene: e integrando ae tiene l 




4ydy - 0 



t , 4. 

a JL + -tX. «c=x 2 + 4x 2 * 2C solucion general 
2 2 

imponiendo la condicion: x * 4, y = 2 en la solucion general se tiene: 

16 + 16 = 2C -► c - + C = 16 



la aolucion particular se obtiene reemplazando C en la sol. general 
x 2 + 4y 2 ** 32 

19. (x 2 + y 2 )dx - 2xydy ; (x,y) - C1,0) 

Solueidrx . 

M(x,y) - x 2 + y 2 + M(Ax,Xy) - X 2 (x 2 + y 2 ) 

2 j 

NCx,y) - 2xy + N(Xx,Xy) -X (2x y) 

M(x,y), N(x,y) 8 on funciones homog€nea8 de grado 2. 

-+■ hacemos la su8titucion: y = ux -+ dy = udx + xdu 

= (x 2 + u 2 x 2 )dx = 2x 2 u(udx + xdu) 

= x 2 (1 - u 2 )dx - 2x 3 udu = 0 
para 8eparar variable8 dividimoa por; x 3 Cl u ) 



dx 2udu 




0 



integrando 8e tiene; 





f dU - ufl. c 

J. 1 - u 2 
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u + A + u 



pero: 



y/x ■+ = y + 



+ y 2 = Cx 2 



»4 2 + y 2 =• Cx 2 - y 2 , elevando al cuadrado se tiene: 
x 2 + y 2 “ C 2 x'* - 2x 2 y C + y 2 



- 1 + 2yC - C 2 x 2 



0 (*) 

imponiendo la condicion x * 1/2, y = 0, en (*) ae tiene el valor de 

C - ± 2 

-v Reetnplazando C * 2 ob tenemoa : 

1 + 4y - 4x 2 * 0 q 1 ea la -*soluci6n particular. 

21. Hal la r la ecuaciSn de la curva que pasa por el punto (2,1), y cuya pen - 
diente en un punto cualquiera es: *** (1 + y/x). 

Solucidn , 



Sabemos que la pendiente 



m - =» - (J + 

dx x 



* (x + y)dx + xdy = 0 

+ M(x,y) • x + y + M(Ax,^y) * X(x + y) 

N(x,y) = x + N(Ax,\y) * \x 

M(x,y), N(x,y) aon funcionas homogeneas de grado 1. 

+ hacemos la austitucion y * ux + dy = udx + xdu en la ecuaci&i ae 
tiene: 

» (x + ux) dx + x(udx + xdu) * 0 



= xCl + 2u)dx + x du * 0 
A fin de aeparar laa variables dividimos por: 



x a + 2u): 



dx . du 
x 1 + 2u 



integrando ae tiene: 



f dx* , ( du ( dx 1 f d(l + 

J x + J i + 2u Jx 2 J 1 + 



2u) 

2u 
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= Lnx + - Ln(l + 2U) * LnC, 
" Lnx 2 (l + 2u) ■ LnC 2 



tomando exponenciales ae tiene: 



x (1 + 2u) ■ C ; pero: u * y/x + 

2 / , „ v 



x (x + 2y) 
x 



C - x(x + 2y) = C (*) 



imponiendo la condicionr de que C*) pasa por el punto (2,1) se obtiene el 
valor de C: 

C = 2(2 + 2) « 8 — ► C * 8 

La ecuacion de la curva aera: 
x(x + 2x) - 8 

22. Hallar la ecuaciSn de la curva que pasa por el punto (1,0), cuya pen - 

diente en un punto cualquiera es igual a X ~ ^ 

2 

Soluoidn . x x 

Sabemoa que la pendiente m ■ ? Z 1 

dx 2 

x + x 

separando variable ae tiene: 

dy dx 



y - 1 2 

x + x 



- 0 



integrando ae tiene: 






- Ln(y - 1) r- Lnx + Ln(x + 1) - LnC 



Ln(y - 1) (x + 1) 
x 



LnC 



tomando exponenciales se tiene: - (y - l) (x + 1) - Cx (*) 

pero (*) pasa por el punto (1,0) -+ ae tiene C - - 2 

La ecuacion de la curva *er£: - (y-l)_(xfl)— 2x -*■ y(x+l)«l-x 
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III ECUACIONES LI NEALES. 



Se llama ecuaciSn lineal de 1- grado, 1- orden a la ecuacion que ea li - 
neal tanto en la variable dependiente como en su derivada y tiene la forma: 

y P(x) = Q(x) .... a) 

donde P,Q, son funciones de x unicamente o constantes de la miama manera, 

+ x F(x) ■ J(y) 
dy 

donde P, Q son funciones de y unicamente o constantes. 
de (1) obtenemos: 

dy + yP (x) dx ■ Q(x) dx 

La cual eacogemos como la forma standar de la ecuacion (1) 



/ p 



Jp(x)dx Jp(x)dx + p(x) , 

d r tye > * & e 



/p(x)dx = / P(X)dX tgfP(x)y) 



fp(x)dx 

-► A: y(x) * e denominamoa factor integrante y su primitiva es : 



/ P(x)dx ( J P Cx) dx 
e « J QCx) *e 



dx + C 



Teniendo un factor de integraci6n a la mano, daremoa la siguiente regia: pa- 
ra integrar (1) , 

a) Poner (1) a la forma atandar f 

J P (x)_dx 

b) obtener el factor integrante y(x) = e 

c) Aplicar el factor integrante a la ecuaci6n en su forma standar 

d) Resolver la ecuaci6n exacta reaultante. 

IV ECUACIONES QUE PUEDEN REPUCIRSE LA FORMA LINEAL 



El tipo de tales ecuacionea ea: 

+ y P(x) = Q(xl y n f (*)_ (Ecuaci6n de Bernoulli) 

Si n «* 1, en (*) , laa variables eon aeparablea 

si n ^ 1, para reducir la forma (III) hacemoa la eustituci6n. 



z ** y 



-n+1 



+ dz - (1 - n)y dy 



(**) 
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■a>r + y p(x) " Q< x >y n = y n dy + y -n+1 p (x) dx = Q(x)dx 
= dz + (1 - n)z P(x) = (1 - n)Qdx por (**) 
se tiene una ecuacifin de la forma standar en x,z. 



PRQBLEMAS 

Hallar la soluci6n general de c/u de las siguientes ecuaciones 
dif erenciales • 

1 x dy . . 

diT" 2y = 2x 

So luo'tdn . 

poniendo la ecuaciSn a su forma standar se tiene: 

(*) 



= d y - 2 sl dx = 2 dx 



Agul : p (x) = - ^ 



J P (x) dx 
V (x) = e = e 



^ el factor integrante serS 

f-*¥ -*/% 



* e 



-21nx -lnx 2 _ 1 
“ — 6 — — 



mu ltiplicando a (*) por el factor integrante w(x) - i— 

r ^ 2 



se tiene 



dy _ 2ydx _ 2 dx 
2 



x 2 x s 



= d (x” 2 y ) 



x‘ 

2 dx 



integrando se tiene: 



/d(x~ 2 y) = x~ 2 y = 2 ^ 



-2 + c 

x 2 * 



-2 2 
x y - - -+ C 



y = c x 2 - 2x 



^r- * 



- X 



dx 

Soluctdn . 

poniendo la ecuacidn a su forma standar se tiene: 
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dy 



-2-2Ss-(- i) 



dx 



(*) 



P(x) 



2 

x 



=««- el factor integrante serS y(x) = 

x 2 

► multiplicando a (*) por el factor integrante y(x) = 



. dy _ 2y 



dx = - 



dx 



, , -2 . dx 

= . d (x y) 



integrando se tiene: 



/ d(x 2 y) = -j r -^ 



dx_ 

2 



— 2 . 1 
x y = - + C 
J x 



y = Cx 2 + x 



3. 



dy _ 



2y = 1 - 2x 



dx 

Solucidn . 

poniendo la ecuacidn a su foirma standar se tiene: 

■ dy - 2ydx - (1 - 2x)dx (*) 

2qui P(x) = - 2 el factor integrante serS: 

m \ ~ 2 fa X ” 2x 

y(x) = e y = e 
*==*> multiplicando a (*) por el factor integrante y(x)=e 
= e~ 2x dy - 2ye _2x dx = e~ 2x (l - 2x)dx 

= d (e -2x y ) = e~ 2x dx - 2xe' 2x dx 



-2x 



integrando se tiene: 






y) 



~2x ( -2x, 0 

e y = J e dx - 2 



j x e 2x dx 



/ ~2x . 
(e y) 



= j e 2x dx - 2 jf x e 2x dx 



I) - 2 



/ * ~2x J 

J x e dx 

J udv = u v - j 



por integraci6n por partes se tiene: 



_ -2x, 

dv = e dx 



vdu: u = x, du = dx 

1 fl *2x 

* V = ' 2 6 
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- 2 



J x e 



2x dx = + j x e~ 2x + 



! / e ’ 



2x, -2x 

dx = xe + 



II) 






2x dx = _ 1 e -2x 



+ 1 e_2x + c 






de (I) y (ii) se tiene: 



2x 



y) 

y s 



- | e _2x + xe“ 2x + ~ e" 2x + c 



| + x ■+ i + Ce 2x = x + C e 2x 



. dv 

4 . y 

dx 



2e 



poniendo la ecuacidn a su forma standar se tiene: 



dy - ydx = - 2 e -x dx 



(*) 



P(x) = - 1 



y<x) = e 



-/ 



el factor integrante serd: 



dx 



= e 



multiplicando (*) por el factor integrante y(x)=e~ x 



= e~ x dy - y e" x dx = - 2 e -2x dx 



_2x 

= d(e y) - - 2 e dx ; integrando se tiene: 



/d(e~ X y) - e 



" X Y = ~ I 

= f e~ 2x d(-2x) 



2e~ 2x dx = - 2 



/ 



-2x . 
e dx 



-2x - 
e + c 



-x 
e y 



-2x „ 

e + C 



y = e~ x + c e x 



ds 



-Jt " 5 ctg t = 1 - (t + 2) ctg (t) 

Llevando la ecuaci6n a su forma standar se tiene: 
= ds - s ctg(t)dt = [l - (t + 2) ctg t]dt (*) 
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i 



P (x) = — ctg (t) — = • el factor integrante serS : 



V(t) = e 



-/< 



ctgtdt 



= e 



-In sen t 



sen t 



multiplicando a {*) por el factor integrante (f/(t) 



sen t 



= — — s ctg t _ dt __ (t + 2)ctgt 

sen t sen t a sen t sen t 



d ( 3 ) _ dt _ (t 4- 2)ctgt _ dt _ toostdt _ 2 



cost 



sent sen t 
integrando tenemos 



sent 



sen t 



dt 



fd(JLp) = ( t £2S_t _ 2 f“SJt-dt 

J sent Jsent J sen * t J ^a* 

— - 2 f-^^dt 

sen t J sen t J aen z t J sen a t 

X) j In (esc t - ctg t) + C 

J sen t 1 

/ t 006 — dt = (integrando por partes: J udv = uv - /vdu 
sen 2 t J 



II) 



u = t => du = dt 
cost 



dv = 



dt 



v = 



sen t 



/ . cos t t f dt t . , ^ v 

- ln(csct - ctg t)+ 



III) - 2 f 006 dt = + 2 - + C 
J sen 2 t 3611 



de (I), (II), (III) se tiene que: 



sen 



= * In (esc t - ctg t) + “ 111 ^ csc " ct 9 t) + 

C 

2 



sen t 



f c, + c 2 + q 



s = t + 2 + c sen t 
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6 . 



s tg t = 2t + t 2 tg t 



Llevando la ecuacifin a su forma standar se tiene: 
ds + stg(t)dt = (2t + t 2 tgt)dt (*) 

Jtgtdt 



P(t) = tg(t) 



y(t) = e 



e ln (sect) = sect> 



factor integrants, mltiplicando a (*) par el factor integrants 
y(t) = sec t 

= sectds + stg t sect dt = 2tsectdt + t 2 tgt.sectdt 
= d (sect.s) = 2tsectdt + t 2 tg (t.sectdt) 
integrando se tiene 



/• 



d (sect.S) = sect.S 



= 2 j tsectdt + J t 4 



tgt.sectdt (**) 



sect.S * 

I) j t 2 tgt.sectdt = 

u = t 2 ==> du = 2tdt 
dv * tgt.sectdt => v = sect 



/< 



J = t : 

(I) en (**) se tiene: 



.sect -2 J 



tsectdt + C 



sect 



.S = 2 /i 



tsectdt + t 2 sect -2 / tsectdt + C 



/. 



sect.S = t 2 sect + C 



sec t 



t + ccos t 



7. 






dx x 

poniendo la ecuacidn a su forma standar: 

-2 



dy + ^- dx = y 3 dx 



y~ 3 dy + % — dx = dx 



(*) 



haciendo la sustituddn. 
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-rH-l “2 

z = y = y 



en (*) se tiene: 



-3 

dz = - 2y dy 



dz -3 

— 2 = y 



-^5- + — dx = dx = dz - — dx = - 2 dx (**) 
2 x x 



P(x) 



2 

x 



V(x) = e 



X 



el factor integrante ser&: 



= e 



— Inx 



mu 1 tip lie and o a(**) y(x) = se tiene: 

x 2 



dz 2z 



dx 



2dx 



d ^ z ^ _ 2 dx # integrando se tiene: 

x 2 x 2 



r d( _Z) | 

J X 2 x 2 x 2 



+ C 



z = 2x + Cx 2 



-2 1 
pero: z = y = — 



= 2x + Cx 2 = Cx 2 y 2 + 2xy 2 -1 = 0 

y 2 f 

8 . ngL + 2y = x y -l 

poniendo la ecuaci6n a su forma standar: 
+ 

X 

= n y" (n+1) dy +-iX_“ dx = dx (*) 

y haciendo la sustituci6n: 

(n+1). 



= Si d y + dx = y n+1 dx 



z = y 



dz 



nq 



'dy en (*) se tiene: 
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- dx 



= - dz + ~-dx = dx s dz - Ml 

X X 



P(X) = - 



y/(x) = e 



-2 /i* 

J x 



(**) 



= e~ W = 1/x 2 



es el factor integrante = 
se tiene: 

J " dz _ 2zdx 

v 2 v 3 



multiplicando (**) por y(x) 



dx 



= d (— — ) 
x 2 



dx 

v 2 



integrando ( d = - P_ x = JL_ - i . r 
J X 2 J x 2 X 2 " x 



pero: z = y _n = l/ y n 






y x 



1 = Cx 2 y + X y n 
Cx 2 y n + xy n -1=0 



n ds t 

9 *‘ aT ~ sctgt = « <1 - ctgt) 



poniendo la ecuacl6n a su forma standar: 

= ds — sctgtdt — e^*dt — ctgtdt (*) 

P(t) - - ctg(t) => el factor integrante serS: 
-/ctgtdt . 

) = e J = -lnsent _ 1 



V(t) 



= e 



multiplicando a (*) por y(t) = 
ds 



sen t 
1 



sen t sent 
ds scost 



sen t 

S -Sfifi. dt — Sl_ dt _ e fc ctgt 



sent 



se tiene: 
dt 



sent 



sent 2 . 

sen z t 



dt 



2 t dt 



sent 



t 

e cost 
sen 2 1 



dt 



= d( 



sent 7 



e^dt 

sent 



costdt 



f 



a = _s_ 

sent' sent 



/ e^t /'e t costdt 



, integrando se tiene: 



(**) 
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i) 



- J e cos -- = ; por la integraci6n por partes: 

J sen 2 t 

f t t 

- J vdu ; u = e => du - e 

L_[j+ 

nt J se 



/ 



vdu = uv 

cost 



dv = 



v = - 



sent 



sent 



sent 



Reemplazando (I) en (**) se tiene: 



sent 



sent 



f e fc dt _ f e t cost dfc _ f e fc dt + e fc _ P _e^dt +c 
J sent J sen 2 t J sent sent J sent 



sent 



+ C 



s = e + c sent 



10 . 



^ + y = 2 + 2x 
dx 2 

poniendo la ecuaci6n a su forma standar: 
= dy + ydx = (2 + 2x)dx (*) 



P (x) =1 



El factor integrante es: V(x) = e 



J dx 



= e 



multiplicando (*) por V( x ) se tiene: 

x 

e dy + ye X dx = (2e X + 2xe X )dx 



= d (e X y ) = 2 e X dx + 2xe X dx 



integrando se tiene 

/ 



J d (e X y) = e X y ■ 2 



I) 



f e X dx +2 j xe X dx 

e X y = 2e X + 2 j xe X dx (**) 

2 J xe x dx = mediante la integracidn por partes se tiene 



du = dx 
^xe x dx - 2 xe x - 2 J e X 



dv = e dx 



v = e 



dx = 2xe X - 2e X + C 
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integrando se tiene J d (— ) 






dx 



x + C 



- = x + C 
x 

i = x 2 + cx 

y 



z = X 2 + cx 7 pero: z = y - 



x 2 y + cxy -1=0 



ds 



13. — sctgt + csct = 0 

dt 



ds 

dt 



- sctgt = - esc t 



poniendo la ecuacl6n a su forma standar: 



= ds - sctgtdt = - csctdt (*) 

P(t) = - ctgt > el factor integrante ser&: 

-j ctgtdt _ -lnsent _ 1 

^ (t) = e J ® sen t 

multiplicand© a (*) por: ty(t) = 

ds sctgt . dt - - dt 

sent sent sent 



sen t 



ds 



scos t 



sent sen 2 1 



- dt 



dt 



sen 2 1 



d ( 



sent 



) = - 



dt 



= dt 



dt 



sent 



sen 2 1 



integrando se tiene: 



/ 



d ( s ) = s 

'sent sent 



f dt 1 

J 2 x. sent 

J sen^t 



+ C 



sent sent 



+ C 



sent 
S = 1 + c sent 



14. 



2 5hL + y = (x - 1) y 3 



dx 



Ecuacidn de Bernoulli 



poniendo la ecuacidn a su forma standar: 



2dy + ydx = (x - l)y 3 dx => 
y haciendo la sustituci6n: 

=> dz = - 2y“ 3 dy 



2y 3 dy + y~ 2 dx = (X-l)dx 



- dz = 2y~dy 



z = y 
en (*) se tiene: 

_ _ d z + zdx — (x — 1 ) dx ■ dz — zdx — - (x— l)dx 
p ( x ) = - i => el factor integrante ser£: 



(*) 



(**) 
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16. n ^- - y + (x 2 + 2x)y n+1 = 0 

dx 

= n p~- y = - (x 2 + 2x ) y n+1 
dx 1 

poniendo la ecuaci6n a su forma standar 
ndy - ydx = - (x 2 + 2x)y n+1 dx — 

= - (x 2 + 2x) dx (*) 

y haciendo la sustitucidn. 

-n , -(n+1) - 

z = y - — dz = - ny dy - 



-(n+1), -n, 

ny dy - y dx = 



, - (n+1) 

dz = ny dy 



en (*) se tiene : - dz - zdx = - (x 2 + 2x)dx 

> dx + zdx = (x 2 + 2x)dx (**) 

p (x ) = 1 > el factor integrante ser5: 



i> (x) = e 



/dx 



multiplicando a ’(**). por \p (x) = e se tiene: 
e X dz + ze X dx = e X (x 2 + 2x)dx 
= d(e x z) = x 2 e X dx + 2xe x dx 

integrando se tiene: / d (e X z) = / x 2 e X dx + 2 / xe X < 

= e X z = x 2 e x - 2 /xe x dx + 2 / 



dx 



xe dx + C 



X 2 X . - 

e z = x e + C 



z = x 2 + ce 



En cada uno de los siguientes problemas, hallar la solucidn 
particular determinada por los valores dados a x,x. 

17 • ■g£-- 2 £- x2eX > x --i. y - ° 

poniendo la ecuacidn a su forma standar: 
dy = x*e x dx (*) 



P(x) = ==> el factor integrante ser&: 

_/ 2dx 

\p (x) - e**' M ' = e 
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multiplicando (*) por \p(x) 



1 



18. 



-&--3L dx = e x dx ; = d (— ) = e x dx 



Integrando se tiene 



y x 
— = e + C 



: f d(JL ) „"JL. f 

J x 2 x 2 J 



X , 

e dx 



y = x 2 e X + Cx 2 solucidn general. 



imponiendo la condicidn: x = 1, y - 0 hallamos el. valor 

de C + e = 0 => C = - e 

La solucidn particular hallamos al reempla 2 ar c = - e 
en la solucidn general; 



4r + 

dx 



2 , X 

y = xMe - e) 
y tgx = secx , x = 0, y = - 1 



poniendo la ecuacidn a su forma standar, 
dy + ytgxdx = secxdx (*) 



P (x) = tgx ==> el factor integrante ser£ 

J tgxdx 
\J/(x) = € 



lnsecx 
= e = secx 



multiplicando a (*) por ^(x) = secx 

secxdy + ytgx secxdx = sec 2 dx ? d(secx.y) = sec 2 xdx 
integrando tendremos : 

” J d(secx.y) = ysecx =/ sec 2 x 2 dx 



ysecx = tgx + C 






secx secx 



= senx + ccosx 



=*> y = senx + Ccosx (**) 

imponiendo la condicidn x = 0, y = - 1 
=> sen(0) +.. C cos(0) = - 1 => C = - 1 

poniendo C = - 1 en (**) se obtiene la solucidn particular 
y = sen x - cos x 
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19. 



- Jl_ = (x + l) 3 , x.= 0, y 
dx x + 1 



poniendo la ecuaci6n a su forma standar: 



dy - = (x + 1) 3 dx 



x+T 
P(x) = - 



(*) 



x + 1 



el factor integrante ser£: 



: 2 k 



dx 



^(x) = e >* +1 = e - 21n(x+1) = e -ln (x+1) 2 = 



(x + 1) : 



multiplicando a .(*) por ^ (x) = 



(x + 1) 



dy 



2ydx 

(x + 1) 2 (x + 1) 



= (x + 1) dx 



e a( y -- ) = (x + l)dx ? integrando tendremos 



(x + 1) 



/ 



d (- 



(x + 1) 



■ ) = 



= f 

+ i )* . J 



(X + 1) 



(x + 1) dx 



i = f x dx + f dx = 

+ D 2 J ' 2 



y 

(X + 1) 



+ x + C 



=> 2y = (x + l) 2 (x 2 + 2x + 2c) (**) 

imponiendo la condicidn x = 0, x = 1, hallamos el valor de 
C: 

2C = 2 =3- C = 1 

reemplazando C = 1 en (**) se tiene: 

2y = (x + l) 2 (x 2 + 2x + 2) = (x + 1) 2 [ (x + 1) 2 + l] = 

< O' 

2y = (x + l) 4 + (x + l) 2 

20. Hallar la ecuacidn de la curva que pasa por el punto (1,0), 
y cuya pendiente en un punto cualquiera es igual a: 

2y + x + 1 



Salucion . 

Sabemos que la pendiente 



dy _ 2y + x + 1 



dx 
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= -Sx. j. 2 l - x + i 

^ X X 

poniendo la ecuacidn a su forma standar: 
dy - 4 a* - iiiiL dx ' 



p(x) = - -£ 
x 



1 p(x) = e 



=?> el factor integrante serS 

- 2 /*l 

/ X 



X = e ~lnx 2 _ 1 



multiplicando (*) por: ip (x) = -^- se tiene 

■' - ‘£>- ^>0* 

x x 

integrando se tiene: fd(X—) = JL _ f ( x + 1 )a 3[ 

J x 2 x 2 J x 3 

_y „ = dx + f dx l i 

x 2 ; x 2 j x 3 x 



+ c 



2x 2 



y=-x-i+Cx 2 (**) 



pero la curva pasa por el punto (1,0) 



C = 



Reemplazando el valor de C = | en (**) se tiene 
2y = 3x 2 - 2x - 1 

21. Hallar la ecuacifih de la curva que pasa por el punto (1,1) 
y cuya pendiente en un punto cualquiera es igual a: 

y 2 lnx - y 
3T 

So luci,6n . 

Sabemos que la pendiente m =-^L= y 2 lnx - y 

dx x 

d y + y _ y 2 lnx 

dx x x 

poniendo la ecuacifin a su forma standar 
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dy 



+ X dx = xfi™. 



y- 2 dy + 4- dx=^dx 



(*) 



y haciendo la sustitucidn: 
z = y” 1 ==> dz = - y 2 dy 
en (*) se tiene: 



dz = y 2 dy 



— , z , lnx . 

- dz + •— dx = dx 

X X 



dz - - dx - - (**) 

X X 



P(X) 



jL 

X 



\|^(x) = e 



el factor integrante es 
f dx 

J x 



= e 



-lnx 1 



multiplicando (**) por ^ (x) = ~ se tiene 



dx = - iH-S-dx 
x x 2 x 2 



integrando se tiene 

f d(i) - 1 - - fiss. 

J x x J X* 



ac-5-j = - is dx 

x X 2 



i = -in2L + i + c 

XXX 



z = In x + 1 + Cx ; pero, z * y 



-i 



z = 



— ^ lnx + 1 + Cx 

y 



1 « y (lnx + 1 + Cx) (***) 



proponiendo la condicidn de que (***) pasa por el punto 

(1,1) — * 0=0, 

La ecuacidn de la curva a: 1 = y(ln x + 1) 
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Dos tipos Especialesde Ecuaciones 
Diferenciales de Orden Superior 

I) El primer tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma: 



d y 

n 

dx 



S X 



donde X es una funcidn dnicamente de x 6 una constante. 
Para integrar l a multiplicamos a ambos miembros por dx 
d r y _ | o.y *.1 x4(+c 






dx 

Despu^s se repite el procedimiento (n - 1) veces. 

II. El 2do tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma: 



d 2 y 

dx 2 



= Y 



donde: Y es una funci6n unicamente de x 

El m£todo para integrar es como sigue: 

1. Escribimos la ecuacidn en la forma dy' =» Ydx 

2. multiplicamos ambos miembros por y' y se tiene: 

' y'dy' - Yy'dx , 

3. Pero: y'dx = dy — » la ecuacidn anterior se transforma: 

y'dy' = Ydy 

donde en la ecuacidn las variables y, y' quedan separadas 

1 2 f 

4. integrando se tiene: — y" = J Ydy + C x 

donde el 2do miembro es una funcidn de y. 

5. Extrayendo la ralz cuadrada, las variables x,y, quedan sepa 
radas y podemos integrar otra vez. 

PROBUEMAS : 

Hallar la solucidn general de c/u de las siguientes ecuacio 
nes diferenciales. 
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i. 



dx = t 2 



dt 2 



So luoidn . 

multiplicando ambos miembros son dt, e integrando se tiene: 






t 2 dt 



2 . 



===> d 2L = ( t 2 dt = + C , repitiendo el procedimiento 

dt J 2 1 

x =I# dt= J* fdt + cj. dt 

x =-^2 t- + C,t + C 2 

^-= x- 
dt 2 

SoluoiSn . 

Escribimos la ecuacidn en la forma: dx* = x'dt 

, . , » dx 

, multiplicamos ambos miembros por: x* = 

= x * dx * = x' x'dt => x ' dx 1 = X* dx integrando 



j x' 2 x'dx' x 



’ d x - c 



— -> x* 2 « x 2 + 2C => x* = ± /x 2 + 2C 
Haciendo 2c = Cj , y tomando la parte positiva 



— *• 

separando variable e integrando 



= J" — = dt In (x + /x 2 + C : ) = 



t + CL 



A 



x 2 + C, 
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tomando exponenciales a ambos miembros 



x + /x 2 + c 


= e t+C * ; 


x 2 + c x = (e t+C 2 


- x) 2 = 


v 1 c, t 1 


_ -c 


x ” 2 e e “ 2 


C x e L 2 e 


X = C ,e t + C„e _t 


/ donde 


4 sen 2t : 





2 - 2xe t+C 2 + x 2 



So lucidn . 

multiplicand© ambos miembros por: dt, e integrando: 




Separando variable e integrando se tiene: 
f ds 



/2C - 



(s + 1) 



. f at — f (s L llds ■ / 
J /2C (s + 1) 2 - 1 



dt 



donde : 2C = C, 



= fls + 1) (C, (s + l) 2 - ir 1/2 ds = fat, 

« [c, (8 + l) 2 - l]" 1/2 d(C l (s + l) 2 - 1) = / 



dt 



5. 



1 l/2 

-§■ [c, (s + l) 2 - 1 ] = t + C 2 

=> (C, (s + l) 2 - l)^ 2 = C,t + C,C 2 
Ci (s + 1) 2 - 1 = (Cjt + C^) 2 
=*• C, (s + l) 2 = (Cjt + C,C 2 ) 2 + 1 

d 2 s 1 



dt 2 /as 
So lucidn. 
dt 



ds' = 



/as 



? multiplicamos ambos miembros por s' 



/ 



s'ds* = - = ^ s — ; integrando se tiene 



✓as /as 



/s'ds' = s' 2 = f ■ — — = — —fs~^ Z ds --2— /s + C 

J 2 j'-vss /srJ /a 

* s' = / 4/Sr -^ - 

V /T 

f* 



1 s' 2 - J— /? + c 

2 /a 



2/aC 



[4/ | + 2C, 



=*» 4f = /*/«- + 2C 
dt a 1 

separando variables e integrando se tiene: 
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( 



ds 



i/T 7 



= /- 



4/ | + 2Cj 



Hacemos el slguiente cambio de variable: 

= x 2 s = ax 1 * => ds - 4ax 3 dx 



= 4a 



f 4ax 3 dx = J 
J /4x 2 + 2Cj 

f - p-’ a * v - /« 

J /4x 2 + 2C, 

" /dt 





I dt (*) 

* TV* 

Aplicando la siguiente f6rmula de reducci6n: se 

n-1 



f— 

J (U 2 + 



d u _ 

C 2 ) n/2 (m - n + 1) (u 2 + C 2 ) n/2 _1 



_ a 2 (n - 1) f u n ~ 2 du 

m - n + 1 J (u 2 + c 2 ) n</2 



= 2a 



= 2a 



2C 2 



3 (x 2 + C 2 ) 



_ igi c 



3 3 

(**} reemplazando en (*) se tiene 



/ xdx 1 
* /x 2 + C 2 J 

} 



2a 



| x 2 (x 2 + C 2 )^ _ 4C1 = 



t + C 
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= 2a (x 2 + C 2 )^ 2 (x 2 - 4C 2 ) = 3 (t + C 2 ) 

2 f~S 

pero: x = / — ; 

a 

=c-= 2a (/"A + C 2 ) 1/2 - 4C 2 ) = 3 (t + C, ) 



2a (/5~ + /5-C 2 )V 2 (/F - 4/S~ C 2 ) = 3t + 3C 

*V- 2 



= 2a 1 N/F + /Fc 2 )‘/ ! (/F- 4/5TC 2 ) - 3C 2 = 3t 



Haciendo: /a C 2 = C a 



- 3C = C 

2 4 



2a ]A (/s“ + C') 1/2 (v'sT- 4C, ) + C = 3t 



6 . i!z + ±l= 0 

dx 2 y 2 
Soluoidn . 



d 2 y ar 



dy' = 



a 2 dx 



dx 2 y z y‘ 

multiplicand© a ambos miembros por y 1 se tiene: 

y . dy . = a 2 y' dx - = - a 2 d y. 

integrando se tiene: 

/y’dy' = | y’ 2 = - a 2 



y 2 



/ 



dy _ a 2 + 



Y 



2 y 



separando variable e integrando se tiene: 
I a/2 - dx 



/■ 



(A + £-) V2 



y a2 



/■ 



Haciendo 
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— X. = f dx = f xdx + f senxdx 

dx 2 J dx 3 J J 



dx 

2 2 
” X 

2 2 



d 2 v x 2 

iLX = - cos x + c, 

dx 

repitiendo el procedimiento se tiene: 
.2 



- ^cosxdx + J dx 



Sbi * 3 

Firialmente se tiene: 



senx + C x x + C 2 



y = | /x 3 dx - / senxdx + /xdx + C 2 / I 

1 * C 1 2 
y = -jj x* + cosx + ~z x 2 + C 2 x + C 



8 . 



*!x— 



4y 



dx 2 
SoluciSn. 

dy' * 4ydx, multiplicando por y* a ambos miembros se tiene: 
y'dy' = 4y.y’dx = 4ydy 
integrando : 



j y* 2 = 2y 2 + C 



y* = /4y 2 T 2C — * ~3x~ = *^y 2 + 2C 



separando variable e integrando: 



/y 2 + ? 



2dx 



Haciendo ^ = Cj se tiene 



J* d y — = 2 ^" dx ==*• In (y + Jp + C s ) = 2x + C 2 

/y 2 + c, 

tomando exponenciales a ambos miembros se tiene: 



y + /y z + 



= e (2x+C 2 ) _ 
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e“ C 2,e 2x = C 3 e 2x + C 4 e‘ 



2x 



ECUACIONES DIFERENCIAUES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTAN 

TES 

Son las ecuaciones de la forma: 



+ P + gy = o (1) 

dx z dX 



TEOREMA. Toda ecuacidn diferencial lineal con coeficientes cons 
tante tiene por solucidn una funci6n exponencial. 
nx 

Sea: y = e una solucidn de (1) 

=> derivando: se tiene: 



d v 
dx 



= ne 



nx 



d 2 y 2 nx 

— = ne 

dx 2 



( 2 ) 



reemplazamos (2) en (1) para deternvinar los valores de n: 



2 nx , nx ( nx nx, 2 , ( . 

= n e + pne + q e = e (n^ + pn + q) =0 

=*> e nx ? 0 , y- n, x G (R 

n 2 + pn + q = 0 (3) Ecuaci6n auxiliar. 

y = e nx es la soluci6n particular de (1) si n es una raiz 
de esta ecuacidn de 2do grado. 

CASO I. La ecuacidn (3) tiene raices distintas, n x ,n 2 ; =£> 

nx n,x _ . 

y - e i ; y = e 2 son soluciones particulares de 

(1) y la solucidn general ser&: 

y = + C 2 e n 2 X (4) 



CASO II: Las raices de la ecuacidn (3) son imaginarias. 

es decir si: n = a + b/^T = a + b. 

i l 

=*=*> n 2 = a - b/-l = a - b^, que es la conjugada de n^ es 

tambi£n raiz de (3) 

^ e n i X _ e (a+b^)x = Q ax ^ibx 
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n X (a-b,- ) x ax -lbx 
^ 2 = e 1 =e . e 



asimismo por Slgebra se sabe que: 
ibx 



= cosbx - isenbx > y ademSs 



1 (e ibx + e - ibx ) = cosbx ; 

1_ (e ibx - e " ibx ) = senbx 

==* 1 (e ax_ e -ibx + e ax >e -ibx } = e ax_ 1 (g ibx + e -ibx } 

2 z 

= e aX cosbx; 

1, ax ibx ax -ibx. _ ax 1 fe ibx _ e ” ibx ) = 
y(e .e -ee ) -* e . j ie e > 



= e aX senbx 

e aX cosbx, e ax senbx son soluciones particulares y la so 
luci6n general ser&: 

y = c i e ax cosbx + C i e aX senbx 

CASO III: Las raices de la ecuacidn (3) son reales e iguales : 
las raices de la ecuacidn (3) ser&n iguales si 
p 2 a 4 q, ==d> ia ecuacidn (3) puede escribirse: 



n 2 + pn + j p 2 = (n + j p) 2 = 0 



las raices serein: n t = n 2 



- 2 P 



Entonces las soluciones particulares ser£n: 



n x n,x 

y = e i , y = xe 2 



y la solucidn general ser5: 



y = + C 2 xe nzX 
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PROBIXMAS 

Hallar la soluci6n general de cada una de las ecuaciones dife - 
renciales. 



1. 



d 2 x _ dx 
dt 2 “ dt 

Solucxdn . 



- 2x 



rt 



Sea: x « e* w una soluci6n de la ecuacidn: 

(*) 



dt 



re 



dt 



= re 



reemplazando {*) en la ecuacidn diferencial se tiene: 
2 „rt _ _rt , 2e rt _ e rt (r2 _ r _ 2) = 0 



r e - re 

e rt 0 , -V- r,t « R 

r 2 - r - 2 = (r - 2) (r + 1) = 0 .= 

_ - O _ _2t 



r i = 2 ' r , = - 1 



r 2 = - 1 



y = e 



que son las soluciones particu_ 



lares . 

La solucidn general serS: 



y = C l e _t + C 2 e 2t 



2. 



d 2 y 

dx 2 



4 + 3y = 0 

dx 



Sea: y = e cx una soluci6n de la ecuac!6n. 

(*) 



dy rx d 2 y 2 rx . 

^--re ;^=re 



reemplazando (*) en la ecuaci6n diferencial: 



2 rx 
= re 



rx 



. rx . - rx rx. 2 - , n 

4re + 3 e = e (r z - 4r + 3) =0 



e~” / 0 , -V* r, t 

r 2 - 4r + 3 = 0 = 



IR 



(r - 3) <r - 1) = 0 
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r i = 3 

r 2 = 1 



y 

y 



3x 



*. La solucidn general serS: y - C x e x + C 2 e 3x 



d 2 s 2ds 



dt 2 



dt 



+ s = 0 



Sea: s = e rt la solucidn de la ecuacidn diferencial: 



J d ®-= re rt 
dt 



r 2 e rt 

dt 2 



(*) 



reemplazando (*) en la ecuaci6n. 



*- rt - 2re rt + e rt = e rt (r 2 - 2r + 1) - 0 



re 



rt 



¥ 0 , V- r,t e ir 
- 2r + 1 = (r - J ) 



r i = r 2 * 1 



=> La solucidn particular es : e fc ; te**. 

La soiuci6n general ser5: 



s = C + t 2 te t 



d 2 x 

dt 2 



+ 16x = 0 



Sea: x = e rt una solucidn de la ecuaci6n: 

rt d a x 



dx 

dt 



re 



2 rt 
- r^e 



(*) 



dt 2 



reemplazando (*) en la ecuacidn se tiene: 

= (r 2 + 16)e" = 0 

rt , „ _ 2 



¥ o 



r = 4i =”> x = e" 
i 

1 /^t4i . _-t4i 



rt 

r 2 + 16 = 0 
i4t 



r x = 4i; r 2 = - 4i 



r 2 = 



4i 



-i4t 



y = 7 

1 

2 



(e 



+ e 



) = cos4t 



1 t t4i -t4i. 
y = y (e - e ) = sen4t 
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6 . 



la soluci6n general ser£: 
y = CjCOs4t + C 2 sen4t 



5 . 



iUl + 4 |X-- 0 

dx 2 dx 

Sea y = e rx una solucidn de la ecuacion : 

J 2_ 



dy_ 

dx 



re 



rx d z y _ 

. — r 

dx 2 



2 rx 
z e 



(*) 



reemplazando (*) en la ecuacidn 



e rx (r 2 + 4r) 



r (r + 4) 



1 0 , -V* x, r e r 



0 = 

- 4 



= e° * 1 
-4x 



y = e 



La solucidn general ser£: y = C x + C 2 e 

d 2 s 2 ds 



-4x 



dt 2 

Sea : s 



dt 



ds 
at = re 



+ 5s = 0 
r t 

e una solucidn de la ecuacidn ■ 
rt d 2 s 



2 ft 
r z e 



(*) 



dt 2 



reemplazando (*) en la ecuacidn se tiene: 



= e (r 2 - 2r + 5) = 0 
=> e rt 0 , ¥-r,t€|R 

. \ r 2 - 2r + 5 = Qr - (1 + 21)] [r - (1 - 21)] = 0 

t(l+2lj 



r = 1 + 2i 



= 1 



21 



s = e 

c _ t ( l-2i ) 
s = e 



\ (e t(1+2i) + e t(1 - 2i) , = e t cos2t y 

§ r '(e t(1+2i) - e t(1 - 2i) = e t sen2t 
La solucidn general ser&: 

s = C 1 e t cos2t + C 2 e t sen2t = e t (C 1 cos2t + C 2 sen2t) 
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7. 



Hz. + e Hl+ 



dx 2 



dx 



9y = 0 



Sea: y = e rx una solucldn de la ecuaci6n: 



dy = re 

ST re 



rx. Hz. 



2 rx 
r z e 



(*) 



dx : 



reemplazando (*) en la ecuaci6n se tiene: 

► < 

rx 



e rX (r 2 + 6r + 9) = 0 



0 , V- x, r € (R 



r 2 + 6r + 9 = (r + 3) (r + 3) = (r + 3) 2 = 0 
y = e 3x ; y = xe 3x son soluciones particulares 



> La solucidn general ser£: 

y 



3x 3x 3 x , . „ 

C, e + C xe = e (C + C x) 
J 2 12 



8 . 



d 2 s 

dt 2 



+ 3s = 0 



s = e 



rt 



una solucidn de la ecuaci6n 

2 , 



/ . 



ds = re rt . d]s = r a e rt 
dt dt 2 



(*) 



reemplazando (*) en la ecuaci6n se tiene: 

rt 



e rt (r 2 + 3) = 0 



/ 0 , V- r, t e IR 



r 2 + 3 * 0 



= i/3 
= - i/3 



s = cos/3x 
s = sen/3x 



la solucidn general es : 
y = c cos/T x + C sen/T x 



9 . 



HZ_ n |Z_= ° 

dx 2 dx 



la ecuaci6n caracteristica ^s : 
r 2 - nr = 0 donde e rx ^ 0, ¥'r,x€ IR 

= r (r - n) = 0 
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r, - » 



y = = 1 ; r = n 



y = e 



nx 



la soluci6n general ser&: 
y = + c 2 e r 



10. 



dfx 

dt 



+ 2 -^-+ lOx = 0 
2 at 



la ecuaci6n auxiliar es: 



la ecuaci6n auxiliar es : 

r 2 + 2r + 10 = [r - (-1 + 3i)J [r - (-1 - 3i)^ 0 

.(-1-31) t 



r = - 1 + 31 
1 

r 2 ; = - 1 - 3i = 



*=> x = e 
x = e*" 1 “ 3i > fc 



x “ e t j - e 3i ) = e fc sen3t 

=> la soluci6n general es 

x = C l e t cos3t + C 2 e t sen3t 

En los siguientes problemas hallar la soluci6n particular 
Q 1 satisface las condiciones dadas* 



11. — + 3-ff + 25 = 0 
dt 2 dt 



ds 

s = 0, — m 1 cuando t = 0 



La ecuacidn auxiliar es 
r 2 + 3r + 2 = 

=> s = e 



r i = “ 2 



(r + 2) (r + 1) = 0 

-2t 



r 2 = 



■ - 1 



s = e 



-t 



la solucidn general .ser4: 
S = Cje -t + c 2 e' 2t 



(*) 



para hallar la solucidn particular: determinamos el valor 

de CjfCj imponiendo las condiciones dadas en ( *) 

(1) 

-t -2t 



C i + c 2 = 0 

ds 



derivando (*) = - c. e 

at i 



2C 2 e 



1 = - C 2 - 2 C 2 



( 2 ) 
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0 



de (1) y (2) : 



C + C = 
1 2 



- C, - 2C 2 = 1 



C , = C 2 



- 1 



la soluci6n particular es : 



12 . 



d 2 x 

dt 2 



„ -t -2t 
S = e - e 



n 2 x = 0 , x - 2, -~r= 0, cuando t = 0 



dx 

dt 



la ecuacidn auxiliar es: 



r 2 


- n 2 =» 0 


nt 


r l 


= n => x 


= e 

-nt 


r 2 


= - n => 


x = e 



■■■• > la solucidn general es : x = C^e 11 *' + C 2 e (*) 

imponiendo las condiciones dadas en (*) se tiene: 
los valores de C L , C 2 



C 1 + C 2 = 2 (1) 

derivando (*) tenemos : 
= nC r - nC 2 = 0 =«> 

de (1) y (2) se tiene: 
2 



=* - nC 2 e nt 



C, - c 2 = 0 



( 2 ) 



1, C, = 1 



13. 



C - C = 0 
1 2 

la soluci6n particular ser£: x = e 11 ^ + e nt 

- 8 ^§- + 16s = 0 ; s = 0, 4f* = 1, cuando t = 0 

dt 2 dt dt 

La ecuacidn auxiliar es : 

r 2 - 8r + 16 = (r - 4) * 

4t 



s i - e 

s = te 



4t 
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la solucion general ser£: 



s = e 4t (C t + tc 2 ) 



(*) 



ds 4t , 

dT = e ■ (C i + C 2 + 4tc 2> (**) 



derivando (*) 

dt • ' W 1 ~2 "" w 2 ' 

imponiendo las condiciones dadas a (*), (**) para hallar 
los valores de , C 2 se tiene: C 2 = 0 ; C =1 



la soluciSn particular serS: s = te 



4 1 



14. 



u 2 + 8 dt + 25s ” s - 4, = - 16 cuando t = 0 



dt 2 

SSSB> ecuaciSn auxiliar es: 

r 2 + 8 r + 25 = [r - (-4 + 3i)J [r - (-4 - 3i)J=0 



rj = - 4 + 3i =*> s = e “ 4 t .e +3t 



- 4 1 

e cos3t 



r = - 4 

2 



3i =* s = 
la soluciSn general ser^: 
-4t 



— 4t — 13t — 4 t 

e * e * e sen3t 



s = e ( Cj cos3t + C 2 sen 3 t) (*) 

derivando (*) 
d s — 4 1 

dt* = e (Cj (-3sen3t — 4cos3t) + C 2 (3cos3t - 4sen3t) } (**) 

imponiendo las condiciones dadas en ( *) , (**) se tiene: 
para Cj = 4, C 2 = 0 



la soluciSn particular serS: s = 4e”' 4t C os3t 



15. 



d 2 x 
dt 2 

la ecuaciSn auxiliar es: 



6 “7 + lOx = 0 
dt 



dx » • 

1. = 4 cuando t = 0 



6r + 10 



r t = 3 + i 
r = 3 - i 



[r - (3 + i)3Qr - (3 - i)j = 0 
3 1 it 



x = e 3t .e -it 



la soluci 6 n general es : 
x = e 3t (CjCost + C 2 sent) 



3t 

e cost 
3 1 

e sent 



(*) 
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derivando (*) -§£- = (-sent + 3cost) + C 2 (cost+3sent) } 



(**) 



imponiendo las condiciones dadas, en (*); (**) se tiene: 

para = 1, C 2 = 1 



la solucion particular es: x — e (cost + sent) 



16. 



d 2 x 



4x 



dx 



dt" 



x = 10 , -~r = 0 cuando t 
dt 



la ecuaciSn auxiliar es : r' 

2t 



4 = (r - 2) (r + 2) - 0 

-2 1 



= 2 



r 2 = - 2 



=> x = e 
=> la soluciSn general serl: 

x = Cje 2 *" + C 2 e“ 2t (**) 

imponiendo las condiciones en (**) , (*) se tiene 



x = e 



Ci + c 2 



10 



0,-5, C 2 = 5 



2C| - 2C 2 = 0 



la soluciSn particular serS: 



x * 5e 2t + 5e 2t 



17. 



d 2 x 



dx 



dt 



- 4 + 4x = 0 

2 dt 



dx 



x = 2, ~r- = 5 cuando t = 0 
dt 



la ecuaci 6 n auxiliar es: 

r 2 - 4r - 4 = (r — 2 ) 2 = 0 

2 t - 2 t 

=> r t - e ; r 2 = te 

==> la soluciSn general serS: 

(*) 



x = c,e 2t + C te 2t 



derivando (*) - e 2 < "(2Cj + 2tC 2 + C 2 ) (**) 

imponiendo las condiciones dadas en (*); (**) se tiene: 

C, = 2 f C 2 = 1 
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la soluci6n particular es: 



x = 2e 2t + te 2t = e 2t (2 + t) 



18 . 



d 2 x 

dt 2 



4 -||-+ 13x = 0 



__ _ ~ dx 

x ~ *r = 4, cuando t = 0 



la ecuacidn auxiliar est 

r 2 - 4r + 13 = [r - (2 + 31)] [r - (2 - 31)"] = 0 



r } = 2 + 3i 



r 2 = 2 



31 



X . « 2t , « 13t 

X , e 2t ..- 13t 



2t 

x = e cos3t 
2t 

x = e sen3t 



— ^ la solucifin general es: 

2t 

x = e (Cj cos3t + C 2 sen3 1) {*) 

derivando (*) se tiene: 

ff-= e 2t {C 1 {-3sen3t + 2cos3t) + C 2 (3cos3t + 2sen3t) } 

<**) 

imponiendo las condiciones dadas,' en {*), (**) se tiene: 

C l = 2, C 2 = 0 

*=> la solucidn particular: x = 2e 2t cos3t 



E CUACI ONES DIFERENCI ALES LINEALES OE LA FORMA 
P ^L + 



dx 2 



P dx* + qy = R(x) 



( 1 ) 



donde p, q son constantes? R(x) es una funcidn de la variable 
independiente x 6 una cons tan te. 

Los pasos para resolver (1) son: 

3 2 , 



I) 



Resolver la ecuacifin 



: AJL + p + 



dx 2 



dx 



qy 



Sea la solucidn general. 

y = V 

La funci6n V denominamos funcidn complement aria de (1) 

lo denotamos : v . 

c 

II) Determinar una soluci6n particular de (1) a la que designa- 

mos como y (ver cuadro) sea esta soluciSn. y = U 
P ; p 
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PARA DETERMINAR UNA SOLUCION PARTICULAR (YP) UTILIZAR EL SI GTE CUADRO SINOPTICO. 



Ill) La solucidn general de (1) serS la suma de : LA FUNCICN 
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PROBLEM AS 

Ha liar la soluclfin general de c/u de las siguientes ecuaciones diferencial 
d 2 x 

1 . + x = at + b ( 1 ) 

dt 2 

Solucl6n 

d 2 x 

1®* — + X « 0 (2) 

dt 2 



la ecuaci 6 n auxillar de ( 2 ) serci: 

r 2 + 1 = 0 => r l = i =^> x = e 
-it 



it 



x = cost 



r = - l 
2 



x = e => x = sent 
=> la soluci 6 n carp lementaria es : 

x c = cost + C 2 sent (3) 

2®- El 0 no es ralz de la ecuacidn auxillar 
ci 6 n particular, es: 

x P = \ + B 

derivando (4) se tiene: 

at j.2 



la forrra de la ecua- 



dt 

reeirplazando (5) en ( 1 ) se tiene: 



(4) 



( 5 ) 



V 



B = at + b 



igualando los coefi dentes se tiene: 

A = a 
B « b 

eas *> x = at + b 
P 

3®- luego la soluci 6 n general serd: 

; ' i,* ; 

x 3 = X C + x n = + c sent + at + b 



d 2 x 

dt 2 



ft x = 4 cost 



d 2 x 

1* + x = c 
dt 2 

r 2 + 1 = 0 



( 1 ) 



la ecuaddn auxillar es: 
r » i / => X * a=S> 



- i 



"it 



cost 
= sent 
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la soluciSn cxxip lament aria es: 

x c = Cj cost + C 2 sent (2) 

2®- El ntjmero ± iB = ± i es ralz de la ecuacidn auxiliar de orden 1 
=> la forma de la ecuaciSn particular es : 

(3) 



Xp = t(Acost + Bsent) 

derivando: dx , fcost + 3 ^ _ t(Asent _ Boost) 

at 



(4) 



dt 2 



- Asent + Boost - Asent + Boost - t (Aoost + Bsent) 



(5) 



reeirplazando (5), (3) en (1) se tiene: 

= - 2Asent + 2Bcost - t(Acost + Bsent) + t (Acost + Bsent) = 4 cost 
= - 2Asent + 2Boost = 4 cost 

Esta ecuaddn se ccnvierte en una identidad cuando: 

A = 0; B * 2? sustituyendo en (3) se tiene : 

x = 2 tsent 
P 

3 ® > . * . la solucidn general es ; 



x = x + x = C cost + C sent + 2 tsent 
g c p i 2 



d 2 x 



+ x = 4sen2t 



( 1 ) 



dt 2 
Soluddn. 

Ia soluddn ocrplementaria es por el ejercicio ( 1 ) de la siguiente ma- 
nera 



x c = Cjcost + C 2 sent 



( 2 ) 



El nGmero ± 2i no es raiz de la ecuacidn auxiliar, 
la polucidn particular es 



la forma de 



x = Acos2t + Bsen2t 



(3) 



derivando (3) se tiene: 
dx 



dt 

□ 2 . 



= - 2Asen2t + 2Bcos2t 



= - 4Aoos2t - 4Asen2t (4) 

dt 2 

sustituyendo (4), (3) en (1) se tiene: 
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= - 4/cos2t - 4Bsen2t + Acos2t + Bsen2t = 4 sen2t 
= - 3 /cos 2 1 - 3Bsen2t = 4sen2t 

igualando las coefi dentes de la identidad se tiene; 

4 

A = 0 ; B = - j sustituyendo en (3) se tiene: 

x = “ 4 sen 2t (5) 

p 3 

de (5) f (2) se tiene la solud6n general: 

4 

Xg = Oncost + C,sent - j sen2t 
d 2 s t 

4. - 4s = 2e C (1) 

dt 2 

d 2 s 

la ecuacifin auxiliar de-. - 4s = 0 es: 

dt 2 

r 2 - 4 = 0 => r = 2 =* x = e 2t 




=> la solucidn oonplementaria es: 

El ndmero ct = 1 no es raiz de la ecuacidn auxiliar, entonces la for- 
ma de la ecuaddn auxiliar es; 



s o= v 



(3) 



derivando (3) se tiene: -^-= Ae fc ; = A,e fc 



dt 2 



(4) 



(4) y (3) sustituyendo en (1) se tiene: 



- 4 = 2e t 



- 3Ae t = 2e t 



igualando los coefidentes se tiene para A = - j y sustituyendo en 
(3) se tiene s = - e fc (5) ” 

sumando (5) y (2) se tiene la solucidn general. 

♦V*- 1 « e 



(5) 



d 2 s 

dt 2 



- 4s = 2 oos2t 



( 1 ) 



segdn, ejercicio (4) la soluci6n ocnplementaria es: 
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.... ( 2 ) 



s = C e 2t + C e 2t 
C 1 2 



2 a Cano el ntimero + 2i no es raiz de la ecuaci6n auxiliar 



la forma de la solucion particular es: 



s - Aoos2t + Bsen2t 
P 



derivando (3) : 
ds 



- - 2Asen2t + 2Bcos2t 



= - 4£coe2t - 4Bsen2t (4) 



sustituyendo (4) y (3) en (1) se tiene: 



= - 8Acos2t - 8Bsen2t = 2oos2t 
igualando los ooeficientes de esta identidad se tiene: 



B=0, A=“— sustituyendo en (3) obtenemos la soluci6n particular* 



sunarrio (5) y (2) se tiene la solucidn general 




s = C e 2t + c e 2t = j oos2t 

g I 2 4 



(3) 



X p = \ + B 



derivando (3) = A ; — — — 

dt dt 2 



0 (4) 



sus ti tuyendo (4) y (3) en (1) se tiene: 

- - 2At - A - 2B = 4t 

igualando ooef icientes de la misma potencia se tiene para 
A = - 2, B = 1 y sus ti tuyendo en (3) tenemos 



x = 1 - 2t 
P 



(5) 



3* sumartfo (5) y (2) se tiene: 



2t -t 

qe u + C 2 e + 1 - 2t 



7. ^-+ 2 ^§-+ 2s = 8e 2t 

dt 2 dt 



1“ -^2- + 2 ^|-+ 2s = 0 
dt 2 dt 



( 1 ) 



la ecuacidn auxiliar ser£: 
r 2 + 2r + 2 = 0 = [r - (-1 + i)] [r -(-1 - i)] = 0 



r. ** - 1 + i 



-t i 
e .e 



-t 

x = e cost 



- 1 - i 



— t -i 
x = e .e 



-t 

x = e sent 



, * . la solucidn ccnplementaria serS: 



s = e ^(Cjoost + C 2 sent) 



( 2 ) 



2 a El ntimero 2 no es ralz de la ecuacidn auxiliar, entonces la forma 

de la soluddn particular ser£. 

s = Pe 2t (3) 

P 



derivando (3) . = 2Ae 2t ; 

dt dt 2 



4Ae 



2t 



(4) 



(4) y (3) sus ti tuyendo en (1) se tiene: 

2t 2t 

lOAe = 8e ; igualando los ooef icientes se tiene para 



A = 



10 



? sustituyendo este en (3) se tiene: 
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4 2t 
s = c- e 
P 5 



3* .’.la soluci6n general ser£: 

•»- 4 2t 

s. = s + s = e, (C cost + C sent) + r e 
1 c D 1 1 2 -> 



-A-Y - 2 + 5y = 3 cost 

dt 2 dt 



1* i!z__ 2 |^ + 5y 
dt 2 dt 



( 1 ) 



=> la ecuaci6n auxiliar de (1) es: 

r 2 - 2r + 5 = 0 ==> |r - (1 + 2iQ (r - (1 - 2i0 = 0 



= (1 + 2i) 



t -2i 
x = e .e 



x = e cos2t 



= (1 - 2i) 



t -2i 
x = e .e 



x = e sen2t 



la solucidn carplementaria ser&: 

x = e^(Coos2t + C sen2t) 
c * * 4 



( 2 ) 

2°) El ndrrero ± i no es ralz de la ecuaci6n auxiliar, por lo tan to la 
forma de la solucidn particular es: 



x^ = /cost + Bsent 
derivando (3) : 
dx 



(3) 



-§^-= - Asent + Boost .... (4) 
at • 

= - Acost - Bsent .... (5) 
dt 2 , 

(3); (4) y (5) sustituyendo en la ecuaci6n original se tiene: 

(4A - 2B) cost + (4B + 2 A) sent = 3 cost 

igualando los ooef icientes de esta identidad se tiene: 

4A - 2B = 3 



A = | ? B - 



3 

10 



2A + 4B = 0 



sustituyendo estos valcres en (3) se tiene: 
3 3 

Xp = -g- cost - -jg- sent ... (6) 
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.. ( 2 ) 



3 a sunando (6) y (2) se tiene: 



9 . 



d 2 s 

at 2 



Xg = e t (C 1 cost + C^sent) + |- cost - sent. 
+ 9s = 3oos2t ... (1) 



d 2 s 



( 2 ) 



1* + 9s = 0 

dt 2 

La ecuadfin auxlliar de (2) serd: 
r 2 + 9 = 0 = 



(r + 3i) (r - 3i) = 0 
3i 



r = 3r => s = e 



r 2 =-3i 



-3i 



s = e 

la solucifin carplementaria es : 
s “ C cos3t + C,sen3t 



s = cos3t 
s = sen3t 



(3) 



c i 2 

2 a El ntinero ± 2i no es raiz de la ecuacidn auxlliar; por lo tan to la 
forma de la solucidn particular serl: 



s * Ax>s2t + Bsen2t 
P 



(4) 



derivando (4) : 

ds 

dt 



= - 2Asen2t + 2Boos2t 



ds 

dt 2 



= - 4toos2t = 4Bsen2t ... (5) 



sustituyendo (4), (5) en (1) se tiene: 

= 5Ax>s2t + 5Bsen2t = 3oos2t 

igualando los ooefidentes de la identidad se tiene: 
para: A = ^ , B = 0 y sustituyendo en (3) 



s = ■=- cos2t 
P 5 



( 6 ) 



Se srmando (6) , (3) se tiene la solucidn general 
s * C t oos2t + C„sen2t + ~ cos2t 



l a — - y = 0 . 

dt 2 

la ecuacidn auxiliar^de (2) serS: 

r 2 - 1 = (r - 1) (r + 1) - 0 
t 



r i = i 
r 2 = - 1 



“t 



la solucidn oonplementaria ser£: 



s = C.e + C e 



-t 



.... (3) 



2 a El N a 1 es raiz de la ecuaci6n auxiliar de or den 1; por lo tan to 
la forma de la solucidn particular es: 



s = A + 3te 
P 

derivando (4) se tiene: 



-~|- = Bte fc + Be t 



(4) 



d 2 s 

dt 2 



= 3te + 2Be 



(5) 



sustituyendo (5) , (4) en (1) se tiene: 

= Bte fc + 2Be fc - A - Bte fc = 2 + e t 
igualando los ooeficientes se tiene: 

A = - 2, B = y sustituyendo en (4) se tiene 

s = - 2 + 4 te fc (6) 

P 2 

3 a sumando (6) y (3) se tiene la soluddn general: 

t -tit 

s = C.e + C e r + ~ te - 2 
a 1 2 2 



11 . 



+ 2x 



= 4- 2 



d 2 x 
dt 2 

d 2 x 

1* + 2x 

dt 2 



... ( 1 ) 
... ( 2 ) 



10 . 






2 + e 



dt 2 



( 1 ) 



r 2 + 2 



la ecuaddn auxlliar de (2) es:. 
0 => ‘ (r - *£i) (r + /2i) = 0 
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= v^i 



/S i 



oos/2~ t 



-/2 1 



r = - fT i => x = e => x = sen/F t 

2 



la soluci6n oarrplementaria es: 
x c = CjCOs/^ t + ysen/2 - 1 .... (3) 

2* El 0 no es raiz de la ecuaciSn auxiliar por lo tan to la forma de la 
soluddn particular ser£: 



dx 

dt 

dx 

dt 2 



= at z + Bt + C 
= 2At + B 
- 2x 



(4) 



(5) 



sustituyendo (5) y (4) en (1) se tiene: 



2 At 2 + 2Bt + 2C + 2A = t 2 - 2 



A = i ; B = 0/ C = - y ; sustituyendo antes va lores en 4 se tiene 



s -if-| 

p 2 2 



( 6 ) 



3 A surondo (6) y (3) se tiene la soluci6n general 

s = C oosv^t + Csen/T t + i t 2 - 4 
g l z 2 2 



12. + 3 J?§-+ 2s = 2sent 

dt 2 dt 



1* + 3 * + 2s = 0 

dt 2 dt 



( 1 ) 



( 2 ) 



Entonces la ecuaddn auxiliar de (2) es: 

r 2 + 3r + 2 = {r + 2) (r + 1) - 0 



- 2 



r = - 1 
2 



-2t 



-t 



la solucidn oonpleirentaria ser£ 

s = C e -t + C. e _2t .... (3) 

C 1 z 
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2 a El ntfmero ± i no es raiz de la ecuacidn auxiliar; por lo tanto 
la ecuaci6n de la soluddn particular ser£: 

s = Asost + Bsent .... (4) 

P ds 

derivando (4): yy — — Asent + Boost .... (5) 

= - Acost - Bsent ... (6) 

dt 2 

sustituyendo (4); (5); (6) en (1) se tiene: 

= (A + 3B) cost + {B - 3 A) sent = 2 sent 
igualando los ooeficientes de la identidad se tiene para. 

A = -y ; B = — y sustituyente en (4) obtenemos: 

s = - tt cost + ~ sen t (7) 

p 5 5 

3 £ sumando (3) y (7) se tiene la solucidn general 
s = C e -t + C,e~ 2t - ~ cost +• - sent 

g 1 2 5 D 

13 . jLZ 8-^-+ 25y = 5 oos2t ... (1) 

dt 2 dt 

1* d !i--8^t25y=0 ... (2) 

dt 2 dt 

=d> la ecuadcn auxiliar de (2) es: 

r 2 - 8r + 25 = jr - (e + 3i)l [r - (4 - 3ifj = 0 

, 4t 3i 4t 

— > r = 4 + 3i => y = e , e ==*» y = e cos3t 

1 

r = 4 - 3i => y = e 4t .e~ 3i y = e 4t sen3t 

2 

=£> la soluddn axrp lenient aria sercl: 

y = (C, cos 3t + C,sen 3t) (3) 

J c 11 2 

2 a El ntirero: ± 2i no es raiz de la ecuadSn auxiliar; entonces la for 

m de la soluddn particular serd: 

y = As 06 2 1 + Bsen2t (4) 

derivando (4) : 
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dv 

dt - - 2ftsen2t + 2Boos2t 

d 2 y 

— *- = - 4Acos2t - 4Bsen2t 
dt 2 



(5) 

( 6 ) 



sustituyendo (4), (5), ( 6 ) en (1) se tiene: 

= (21A - 16B)cos2t + (21B + 16A)sen2t = 5oos2t 
igualando los ocefidentes de la identidad se tiene para 
A = • r — SO 

71 ' B “ " 497 “ y sustituyendo en (4) se tiene: 



y = 

y p 71 



o 80 

22 ~ 497 sen2t 



(7) 



3 * SUn,ando M y O) se tiene la solucidn general: 

Y P = C f t(C i oos3t + C 2 sen3t) +^f-oos2t - ||fsen2t 

En los siguientes problem hallar la solucidn particular que satisfa- 
oe las ccndl cl cryes dadas : 



14. ^-5- + 9s = t + i ; s = 1 . ds _ 1 

dt 2 2 ' s 18 ' at" 9 cuando t = 0 

1“ del ejercicio (9); la solucidn oaipla^taria de 



s c = C i cos3t + C 2 sen3t 



( 2 ) 



dt 2 



(1) 



+ 9s = 0 es; 



soluci 6 n particular es: 



s p = Pt + B 



(3) 



derivando (3). a ; g-= 0 .... (4, 

sustituyendo (4), (3) en (1) se tiene: 9At + 93 = t + I 

igualando ocefidentes de la misma potenda de t se ti J para: 
A = 9 ; B =18 y sustituyendo en (3) 



s = i t + — 

P 9 18 



( 5 ) 
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34 Sunando (5), (2) se tiene la solucidn general. 

Sg = CjCosSt + CjSen3t .+ ^ t + jj (6) 

imponiendo las oordiciones inidales dado en, (6) se tiene: 

__L = r + — ==> C = 0 
18 * 18 1 

derivando (6) se dene: 

-|§-= - BCjSen3t + 3C z oos3t + (7) 

iitponiendo. las oordiciones dadas en (7) se tiene para: 

3C 2 +!=F — C 2 = ° x 1 

la scluci6n particular serS: s “-g- 1 + 

15 . -^-+ 9s = 5 cos2t ; 6 = 1 ? - s cuando t = 0 ... (D 

at 2 

jft-del ejercicio (9); la solucifo ocrplementaria de 

9s = 0 es: s r = C^cosSt + C 2 sen3t (2) 

dt 2 C ■ - 

2& el ntjmero: ± 2i no es ralz de la ecuaci6n auxiliar por lo tanto 

la forma de la soluci6n particular es: 

s = Iccs2t + Bsen2t (3) 

P . • 

derivando (3) - ~ 2&sen2t + 2Bcos2t 

? Z JL = - 4Acos2t - 4Bsen2t .... (4) 
dt 2 

reerrplazando (4); (3) en (1) se tiene: 

= 5Ax>s2t + 5Bsen2t = 5cos2t 

igualardo los ooeficientes de la identidad se tiene para A = 1; B 
y sustituyendo en (3) . 

s = cos 2t (5) 

P 

3 a sumardo (5) , (2) se tiene la solucidn general 

s = C cos3t + C sen3t + cos2t .... (6) 

g 1 



derivando (6) : 4r“= - 3C sen3t + 3C cos3t - 2sen2t (7) 

dt 1 2 

iirponlendo las candid ones dadas; en (7), (6) se tlene para: 

... ( 8 ) 



1 = c x + 1 



C =0 



3 = 3C 



c 2 - 1 



sustituyendo (8) en (6) se tiene la solucidn des eada ; 
s = sen3t + oos2t 



d 2 x o <3x 
lb . 2 — 

at 2 dt 



3x = 2t + 1 



X . L . *£ 

3 ' dt 



— cuando t 



(1) 



1* 3X = 0 
dt 2 dt/ 



( 2 ) 



la ecuaci6n auxiliar de (2) es: 



r 2 - 2r - 3 = 0 



si, r t = 3 = 

r = - 1 

2 



(r - 3) (r + 1) = 0 
3t 



x = e 



-t 



la soluci6n ccrplementaria es: 



C,e 3t + C 2 e _t 



(3) 



2* El ntirrero 0 no es ralz de la ecuaci6n auxiliar es de la forma 

(4) 



X = At 4* B 
P 



■gj- A ; ^ = 0 

dt dt 2 



(5) 



derivando (4). 

sustituyendo (4); (5) en (1) . 

= - 3 At - 2A - 3B = 2t + 1 

igualando los coeficdentes de la misma potencia de t se tiene para 
2 1 

A = - j ; B = — sustituyendo en (4) se tiene: 

vf t+ ! ••••• (6) 

3* sunando (3) y (6) se tiene la solucidn general 



■ c ,« 3t ♦ c ? e_t 



(7) 
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derivando (7) . 



-^= 3C e 3t - c e -t - ^ 
dt » C 2 3. 



( 8 ) 



inponiendo las condiciones dadas; en (8) y (7) se tiene: 



C, + ^2 = 9 



3C, - C/2 



♦§ 



C -i c = i 
C 1 ” 9 ' 2 9 



( 9 ) 



sustituyendo (9) en (7) se tiene: 
x = i (e 3t + e t - 6t + 1) 

17. - 9s = 6t ; s = 0 , 0 cuando t =0 (1) 

dt 2 dt 

d 2 s 

1* - 9s = 0 (2) 

dt 2 



la ecuacifin auxiliar de (2) es: 

r 2 - 9 = (r - 3) (r + 3) = 0 



r = 3 =*i s = e 3t 
1 



- 3 



-3t 



=> la soluci6n ccnplen^entaria es: 

s = C e 3t + C e -3t 
C i 2 

2* El ntjmero o no es ralz de la ecuaci6n auxiliar par lo tan to la for- 
ma de la solucidn particular: 



s ■ At + B 
P 



(4) 



derivando (4) 
ds. 



= A ; -^£=0 

dt dt 2 



(5) 



sustituyendo. (5) y (4) en (1) se tiene: - 9 At - 9B = 6t 

igualando los ooeficientes de la misma potencia de t se tiene para 

B = 0 .... (6) 



A=-f 



sustituyendo (6) en (4) se tiene: 



S p = -3 fc 



(7) 



3 a sumando (7) y (3) se tiene la solucidn general. 



397 



www.elsoluci iario.net 



.i 



s = C.e 3t + c,e -3t -It 



(8) 



derivando (8) . 



ds 

dt 



3 Cl e 3t - 3C 2 e- 3t - § ... (9 ) 



irrponiendo las condiciones dadas, en (8) y (9) se tiene: 



c + C 2 = 0 



3C > - 3C * = f 



S 9 ' ^2 “ 9 • • • • (10) 



sustituyendo (10) en (8) se tiene la solucifin deseada 



d 2 x 



s = - f (e 3t - _ 1 1 

dx 



18 - “T + x = 2cos2t; x = 0; -^-= 2 cuando t = 0 



dt 2 

i o d 2 x , 

1“ + x = 0 

dt 2 



( 1 ) 



(2) 



la ecuacd6n auxiliar de (2) es: 



r 2 + 1 = 0 



(r - i) (r + i) = o 



r i " 1 



x = e 



it 



r 2 = -i 



* x - cost 

x - e «=> x = sent 
la solucidn oonplementaria es: 



x c = CjCost + C 2 sent 



(3) 



2 * ^ nt3mero ± 2i no es ralz de la ecuacidn auxiliar por Id tanto la 
forma de la solucidn particular es: 

= Acos2t + Bsen2t ... (4) 

derivando (4) . -^-= - 2Asen2t + 2Boo62t 



dx 

dt 



= - 4Ax»2t - 4Bsen2t 



(5) 



sustituyendo (4) y (5) en (1): 

= - 3Ax>s2t - 3Bsen2t = 2 oos2t 
igualando los coeficientes de la idaitidad: 

( 6 ) 



A=- ? ; B = 0 



sustituyendo (6) en (4). 



2 

j cos 2t 



( 7 ) 
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3 A surrardo (3) y (7) se tiene la soluci6n general 

2 

x = C.cost 4 C-sent - T cos2t (8) 

g 1 * J 

derivando (8). • — - CjSent + C 2 oost + -j sen 2t ... (9) 
jjrponierdo las oondidones dadas en (8) y (9) se tiene para 

Cj = y r C 2 = 2 .... (10) 

sustituyendo (10) en (8) se tiene la solucidn deseada. 

2 2 
x = j cost + 2sent - -j cos2t 

19. - 2 jnr+ 2x = 2 salt; x = 0, = 0, cuando t = 0 (1) 

dt 2 dt dt 

ia - 2 2x = 0 .... (2) 

dt 2 dt 

la ecuaci6n auxiliar de (2) es: 

r 2 - 2r + 2 = 0 => [r - (1 + if] \r - (1 - i)] = 0 

t it t 

r j = 1 + i => x = e ,e => x = e cost 
r ■ 1 - i ==> x = e t , e it ==> x = e^sent 
=> la solucidn caipleiiientaria es: 

x c *= e t (C l cost + C^sent) (3) 

2* El ntimero ± i no es ralz de la ecuacidn auxiliar; por lo tanto la 
forma de la soluci6n particular serf: 

x^ = Acost + Bsent (4) 

derivando (4) : 

-^-= - Asent + Boost (5) 

dt 

= - A^ost - Bsent .... (6) 
dt 2 

sustituyendo (4), (5), (6) en (1) se tiene: 

= (A - 2B)cost + (B + 2 A) sent = 2sent 

igualando Ids coeficientes de la identidad se tiene: 

A - 2B = 0 

2A + B =2 A =l '• B =l (?) 
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sustituyendo (7) en (4) se tiene: 

4 , . 2 

x = =* cost + — sen t ..... 
p 5 5 

3 a surando (8) y (3) se tiene la soluci6n general. 

t 1 4 2 

x = e (Cjcost + C^sent) + ^ cost + — sent (9) 

derivando (9) se tiene: 

t 4 2 

e {Cj (cost - sent) + C 2 (cost + sent) } - — sent + — cost 

inponiendo las 'oondiciones dadas en (9) y (10) se tiene: . 



c t = - 7T ? c. 



— y sustituyendo en (9) se tiene la solucidn pedida 




x = e t (- cost + \ sent) + cost + \ sent, 
b b ob 



^ + 4 + 4y = 4e^ X , y = 0, = 0 cuando x = 0 ... (1) 

dx 2 ** 

1* + 4 -SL+ 4y = 0 

dx 2 

=> la ecuacidn auxiliar de (2) es: 
r 2 + 4r + 4 = 0 => (r + 2) 2 = 0 
=t> la soluci6n cxxrp lenient aria serd: 

... (3) 



^ 2x ^ -2x 

Y c m . C i e + C 2 *e 



2* El nCrnero 2 no es raiz de la ecuacidn auxiliar, par lo tan to la for 
ira de la solucidn particular. 

2t 



( 8 ) 



y g = c,e 234 + C 2 xe 231 + j 



-& = - 2C, e _2x + C, (-2xe _2x + e _2x ) + j e 2x .... (9) 



derivando (8) . 

_ e _2x + C ' — _2x • “ 2x 

dx i 2 

inponiendo las oondiciones dadas, en (8) y (9) se tiene para: 

c = - - ; c = 1, sustituyendo en 8 se tiene la solucidn deseada 
I 4 2 

1 -2x -2x 1 2t 

y = --e+xe+je 

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

I) IEY DEL INTEFES C CMPU ESTO 

Oia aplicacidn de las ecuaciones diferenciales se ofreoe en los problenias 
en los que la variaddn de la funcidn oon respecto a la variable para cual- 
quier valor de la variable es proparcional al valor oorrespondiente de la 
funcidn; osea: 



si y = f (x) , 






dx 



ky 



(1) donde kCiR 



La ecuaciSn (1) es de variable separable del tipo I 
integrando (1) obtenemos: 

kx 

y = oe (2) 

donde C es una cons tan te arbitraria; para este caso la funcidn y es una fun 
cidn exponencial. 

Ffeclprocamente teniendo (2); par diferenciaci6n darostrairos que 
y * oe , satis faoe a (1) 

A la fSrmula: -&-= ky se ha dado el rvanbre de "ley del interns corapuesto” 
par la siguiente analogia: 

Sea: y * Capital, en pesos, colocando a interns cxxrpuesto 

i = interns, en pesos, de un peso en un ano 
At = interval o de tienpo medido en anos 



Ay 



inter ds de y pesos en el intervalo de tienpo A^ 



Ay = iy- At par tan to: 






xy 



(3) 
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Ia ecuaci6n (3) expresa que la variad6n media de y en el tieirpo At es pro 
par clonal ay. 

=> para adaptar la ecuaddn (3) a los fendmenos naturales deberros suponer 
que el capital y se capitaliza oonttnuarrente es decir que el intervalo de 
tieirpo es un infinitesimo, entcnces la ecuacidn (3) se convierte en 



dx 



iy/ 



y la rapidez de y es prcpordonal a y lo que ocncuerda oon la ecuacidn (1) 
si k = i. 

Entonces la funcidn dada en la ecuacidn (1) varla de aci^rdo con la ley del 
interns ocnpuesto. 

Un segundo ejenplo se encuentra en la solucidn general de la ecuaddn 



dx 



ky + c. 



(4) 



dcnde k, cG iR, y diferentes de cero. 

Entonoes sea; c = ak, sustituyendo en (4) se tiene: 






(5) 



Esta ecuaddn expresa que la funcidn y + a varla segdn la ley del interns 
ccrpuesbo. 

Ia ecuaddn diferendal (4); osea (5) es del tipo I. (variables separa - 
ble) => la solucidn es: 



y = oe^ + a 



C6) 



PROBLEMAS 

!• La rapidez la variaddn de una funcidn y oon respecto a x es igual a 
3 * y * e Y = 4 cuando x — — 1 , ha liar la ley que reladona x e y 
Soluddn 

par la ley del interns oc np uesto se tiene: 
dy 1 

55 J y ? separando variable e integrando se tiene: 






dx + t c 



In y = In C 



x 



ln^« £ 
C I 



tanando exponenciales a ambos miemhros 
e : 






y = Cte 3 ^ 3 .... {*) 
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imponiendo las condiciones de y = 4 cuando x = - 1 en (*) se tiene: 

c = 4e^ 3 =*» C = 5.58 



„ "1/3 

4 = ce 



==> Xa ley que reladona y oon x es: 

y = 5.58 e X/3 

2. La rapidez de variacidn de una funcldn y con respecto a 
x es igual a 2 - y, y = 8 cuando x = 0. Ha liar la ley. 
Soluddn. 

Segton la 2 s - forma de la ley del in teres ocrpuesto es: 

2 - y? entonces: k = - 1 

dx J 

=> = - (y - 2) 

separando variables e integrando: 

d <y, ---§1 o - J dx + C => ln(y - 
=S» y = Ce _X +2 ...... (*) 



2) = - x + InC 



iirponiendo la ccndiddn de que y = 8 si x = 0, se tiene para: 

C= 6 

=> la ley ser£: y = 6e X + 2 

3. En el ejerplo 2, (ver texto) si V = 10,000 litros ACuSnto de agua, 
se debe haoer oorrer para guitar el 50% de sal? 

Soluddn. 

Pqul la variacidn de la cantidad de sal viene dada per: 

( 1 ) 

dx V 11 

separando las variables e integrando se tiene: 



fr-l 



dx 

V 



s * C e 



-x/V 



por las dates dados: para x » 0 

(*) se tiene para C = 10,000 



(*) 



s = 10,000; sustituyendo en 



5000 



pero si x = 5,000, = 

===> s = 6931 litros* 



s m 10,000 e 10000 = 10000 e 



10000 
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4 



=> para quitar el 50% de sal se ha de hacer oorrer 6931 litros de 
de agua 

la ley de Newton sobre el enfriamiento. SI el exceso de teirperatura 
de un cuerpo sobre la del aire ambient e es x grado, la disminucidn de 
x con respecto al tienpo es proper clonal ax. Si este exceso de teirpe 
ratura era al principio 80 grados, y despu£s de un minuto es 70 grados 
cCUdl serS despuds de 2 minutos? £en cuanto tienpo disminuird 20 gxa — 
dos? 

Solucidfx. 

Xa variacidn de la funcidn con respecto al tienpo es: 



d x 
dt 



- kx 



separando variable e integrando se tiene 

J"“-= - kjdt ==> In x = - kt 
inponiendo las condi clones dadas. 



** x = Cfe -kt 



.... ( 1 ) 



a) t - 0 =s> x = 80° en (1) se tiene: 

80 = c (2) 

b) t = 1 =$> x = 70 

70 = 80 e -k 

tanando In a ambos miembros: 

In 70 =ln(80 e _k ) = ln80 + lne -k = In (80) - klne 



On 70 = In 80 - k 



In 80 

■4 . 

k = 0.13 



In 70 



(3) 



sustituyendo (2), (3) en (1) se tiene: 
x = 80 e ~ 0,13t 

1) para t = 2 minutos: x = 80 e 



-(0.13) (2) 



61.58 grados 



0.13t 



2) para x = 20°; 

=> 20 = 80 e^ 
tcmando In a ambos miembros .. 

In 20 = In 80 e“°' 13t = ln80 + In e°* 13t 

In 20 = In 20 + Irr 4 - 0.13 tin e 

0.13t = In 4 

=> t = 10.09 minutos 
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5. La presi6n atnosf§rica p en un lugar, en funcidn de la altura h sobre 
el nivel del mar, cambia segtm la ley del interns ocrpuesto. 

Siponiendo p = 1000 x an 2 cuando h - 0 y 670g x cm 2 cuando 
h = 3000 mts. Ha liar p: a) cuando h =/2000 m; b) cuando h = 5000 

mts. 

golucridn. 

Ia variacidn de la presidn en funcicn de la altura es: 

^-= - kp 

separando variable £ integrando se tiene: 






J* -^-= - kj" dh =s> p - C 



-kh 



(1) 



imponiendo las condidones: para h = 0, p = 1000 

=> 1000 = C (2) ; para h = 3,000 ; P - 670 

_ A iAA -3000k 
=> 670 = 100 e 

tcmando In a ambos miembros: 



In 670 = In 1000 
-«+ 



=5> k = lnlOOO - In 670 =^> k = 1.33 x 10 
sustituyendo (2) y (3) en (1) a tiene: 



3000k 
... (3) 



1000 ^ 



-1.33x10 h 



(4) 



a) para h - 2000 



(-1.33x10 ) (2000) 



766 



P = lOOOe v 
P = 766 g x an 2 
b) para h — 3000 

P= 1000 e ( - 1 - 33X10 " ,,)(3000) = 513 

p = 513g x an 2 

la velocidad de una reaccidn quimica en la que x es la cantidad que se 
transforma en el tienpo t es la razdn de la variacidn de x con respec- 
to al tienpo - 

Reacci&i del I s - tiaipo: sea: a la concentracidn al principio del ex- 
perimento, entonoes k(a - x) , puesto que la velocidad de varia - 

cifin de la cantidad que se transforma es prepared 1 a la conoentra - 
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ci6n en el mismo instante. (Cbsdrvese que a - x, la concentracidn, 
cambia segdn la ley del interns ocnpuesto) 

Eanostrar que la k, la aonstante de velocidad, es igual a: 




Solucidh. 

Seg<3n los dates del problema: -~L= k( a - x) 

at 

separando variable e integrando: 






ln(a - x) = kt - InC 



— *► InC - In (a - x) = kt (*) 



haciendo: In c = In a: en (*) se tiene: 

lna - lna - x = kt => k = - In — - — 

t a - x 



7. En la reaccidn quimica llamada "inversifin del mascabado", la velocidad 
de inversifin cr>n respecto al tienpo es prcporcional a la cantidad del 
mascabado qua queda sin inver t! r , 

Si 1000 kg de mascabado se reduoen al cabo de 10 horas a 800 kg 
^cuSnto quedarS sin invertir despuSs de 24 horas? 

Solucddh 

Sea x la cantidad de mascabado; entanoes per el enunciado del prcblema 
se tiene: dx _ , 

dt * “ 

separando variable e integrando 

I" ^x = k J" dt =* x = C e 31 (1) 

irrponlendo las oondiciones dadas: t = 0 => x = 1000 en (1) sfe tie- 
ne para =s* C = 1000 (2) 

Para t = 10 ==> x = 800 en (1) se tiene 

800 = 1000 e 10k 
ternando in a ambos miernhros 

In 800 = in 1000 + 10 k 
=> 10k * in 800 - In 1000 » In 8 - In 10 
=> k = - 0.022315 (3) 
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sustituyendo (2) y (3) en (1) se tiene 



x = 1000 e 



-0.022315t 



(-0.022315) (24) 



£hora para t = 24; x = 1000 e 
=> x = 586 kg 

8. En un circulo electrioo el voltaje dado E y la intensidad i (anperios) 
el voltaje E se consume en: 

1) la resistencia R (oimios) del circuit©; 

2) la indue tancia L. Ia ecuaci6n que rige es : 



E = Ri + osea: = - (E - Ri) 

For tan to, a esfce prooeso se le aplica la ecuacidn (4), siendo E,R,L 
constantes. Dados L ■ 640, R = 250, E = 500 y i = 0 cuando 
t = 0. Demos trar que la oorriente se apraximarS a 2 arrperios a medida 
que t aumenta adem&s determinar en cuantos segundos i llegarS al 90% 
de su valor mdxiiro. 

Solucidn. 

De los datos del problema se tiene que: 



L RL - E 



*L + 5i-I 

dt L L 



di + £ idt 

L 



dt 



( 1 ) 



Hallando el factor integrante: 



*(t) 



- il dt - > 

= e = e 



(2) 



a (1) le multiplicaitos por (2) se tiene: 

5 t £ t 5 t 

e L di + fe L idt = |e L dt 



d(e 



5 t 

i)=|e^ dt 



(3) 



integrando (3) se tiene: 
d(e L i) 



e' ‘at 



h 



1 -if 
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- R t 
L 



.. (4) 



inponiendo las condidones dadas, en (4) se tiene: 



para t = 0, i = 0 



C = - 



(5) 



sustltuyendo (5) en (4) tenerros: 



^fa-e - ) 



( 6 ) 



cuando t ; en (6) se tiene que : 
. E 500 



- = 2 



(7) 



R 150 

asimismo el m&ximo valor de i ser5 2 anperios; 
> sustltuyendo en (b) se tiene: 



el 90% ser5 



1 . 8 . 



-It 



25 '* 



1.8 - 2(1 - e L ) = 1.8 =2(1-6 



64 



25 



25 



69 



=1-0.9 
25 ^ 



64 



= • 0.1 



.64 



1 

0.1 



t = 5.9 seg 



9. En la descarga de un oandensador, el voltaje v disminuye con el tierrpo 
y la variaddn de v con respecbo al tienpo eS proporcional a v, rkyV> 

1 



^ - 40 9 ^sllar t , si v disminuye hasta el 10% de su valor primiti- 



Solncidn. 

por el enunciado del problem* se tiene: —= kv 

,f at 

separando variable £ integrando 



X--X 



dt 



v = C e 



kt 



v 

C - 



100 % 

10 % 



c = 



v = C e 
lOv 



kt 



( 1 ) 



100 



C = O.lV .... (2) 



sustltuyendo (2) y k = Aj-en (1) se tiene: 



408 



I 






V = 0.1 v e 



t/40 



.« * - 10 



In 10 



40 

t = 92 seg 



10. El concentrar una solucidn salina (o cicida) ahadiendo sal (o Scido) man_ 
teniendo cons tan te el vo linen, conduce a la ecuacidn : 



4*- = - (v - y) 
dx v 



En donde v = volumen igual a oonstante, y = cantidad de sal (o Scido) 
en el tangue en un nonento cualquiera, y x = cantidad de sal (o de £ci 
do) que se ha anadido desde el principio. Deduscase este resultado y 
ccrrparece con el ejenplo 2. 

Solucridn. 

En la mezcla de volumen v .— cons tan te , la cantidad de sal es y f la can 
tidad sal que se ahade x, de aqui la cantidad de sal eh cualquier vo- 



lumen U de la mezcla es (- — ) U • 



/dories supongamos que un volumen ; Ax de la mezcla se anade , la canti — 
dad de sal que asi se agrega ser£: 






__X) Ax; por lo tan to el cambio de la cantidad de sal en el tanque 



viene dado por: 



Ay = ( v — Y)A x 



Ay _ v_ 
Ax 



cuardo Ax •+ 0, se tendrd la rapidez instantdnea de la variacidn 
de y con respecto a x es dedr que: 



dx 



APLICACIONES A PROBLEMS DE MECANICA 

Ids mitodos explicados en este capitulo tienen una aplicaci6n ooncreta 
a la necSnica y. Fisica; asi por ejenplo los problsras del movimiento recti - 
lineo conducen frecuenteirente a ecuaciones diferendales de primero o.segun 
do orden, puesto que la soludcn de estos problemas depende de la resolu - 
cion de estas ecuaciones. 
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/felmismo es preciso recordar que: 



ds 
dt ; 



d 2 s 

dt 2 



dv „ dv 
dt ds 



( 1 ) 



Siendo v; a, respectlvamente , la velocidad y aoeleradCn en cualquier 
ins t ante (=t) , y S la distancia del mGvil en este instante a un origen 
fijo sobre la trayectoria. 

Ui nodelo inportante de moviiniento recti lineo es aquel en el que la aoelera- 
dCn y la distand a est&n en razfin ccnstante y tienen signos opuestos . 

a = - k 2 s (2) 

siendo k 2 = magnitud de a a la unidad de distand a. 

/si den tro de este modelo teneanos el "M!AO!MIENTO AEMCNIQO SIMPLE" cuya ecua 
ci£n es: 



d z s 

dt 2 



+ k 2 s 



(3) 



de la integraddn de (3) obtenonos la soluci£n ccnpleta. 

s = coskt + C 2 senkt (4) 

de (4) per derivad6n se tiene: 



4r" = v = k (-C senkt +* C coskt) 
dt 1 2 



(5) 



Es facil ver que el rrovimiento definido por (4) es una aoeleracidn peri6di- 
ca entre las fracciones extroros s = b; s = - b, determinada por: 



= Jc 



2 + c 2 

1 2 



periodo = 



2tt 



Reerplazando las oonstantes C ; ? C 2 en (4) por b y A 



C x - b sen A, 



C 2 - b cos A 



sustituyendo estoe valores (4) se reduce a: 

s = been /coskt + bcosAsenkt 
s = bsen (kt + A) 

\ 

FKCBIEMAS 

EM C/DA USIO EE IDS SIGUIEMTES PBDBUMAS SE DAM LA ACEIERACTCN Y LAS OCNDICEO 
NES. HALIAR LA EOJAUCN DEL MCVIMIENTO. 

1. a = - k 2 s; s = Or v = v 0 cuando t = 0 
Solucidn- 
se sabe que:. 
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a = 5!i=-k 2 s =*> -d + k 2 s = o .... a) 
dt 2 at 2 

la ecuaddn auxiliar de (1) es: 

r 2 + k 2 =0 r j = ki =s» s = s = ooskt 

r = - ki => s = e -ki s = sen kt 

2 

: — > la soluci£n general ser£: 

s = Cj coskt + C 2 senkt .... (2) 
derivando (2) : 

V = — = - kC senkt + k C coskt (3) 

dt 1 2 

inponiendo l as condi denes dadas? en (2) y (3) se tiene para 

q = 0 ; (4) 

v„ = kC 2 => c 2 = ^ .... (5) 

sustituyendo (4), (5) en (2) se tiene: 

s = ~° sen kt 
k 

2. a = - k 2 s ; s = s 0 ? V - V c cuando t = 0 

Soluddn. 

a - d2s - - k 2 s =» — + k 2 s = 0 .... (1) 

dt 2 . dt 2 

por el problems anterior se tiene que: 

s * Cj coskt + qsenkt (2) 

derivando (2) . 

v = — = - R C senkt + kC coskt ... (3) 
dt 1 2 

inponiendo las condi d ones dadas, en (2) y (3) se tiene: 




sustituyendo (4) en (2) se tiene: 
s = s„coskt + sen Kt. 
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3. 


a = 6 - s, 


s = 


0, v = 0 , cuando t = 0 




Solixddn. 

d 2 s c 




d 2 s , 




a = » 6 

dt 2 


- s 


+ s = 6 .... 

dt 2 




1*) ^_+ s 
dt 2 


= 0 


... (1) 



=t» la ecuacidn auxiliar de (1) es: 
r 2 + 1 = 0 => (r - 1) (r + 1) = 0 



r i ■ 1 



- 1 



it 



-it 



s = cost 



s = sent 



La solucidn carp lement aria es: 



s = C cost + C sent 
c 1 2 



( 2 ) 



2 a El cero no es raiz de la ecuacidn auxiliar; par tan to la forma de 
la soluci6n particular es: 

.... ( 3 ) 



S = A 
P 

derivando (3) : 



ds 

dt 



= 0 



= 0 



(4) 



dt 2 



(3) y (4) sustituyendo en (1) . 

A = 6 (5) 

(5) sustituyendo en (3) se tiene: s^ = 6 

3 a Surrando (2) y (6) se tiene: 

s = C cost + Clsent +6 (7) 



( 6 ) 



derivando (7) 

v = — = - C, sent + C cost. . t . . (8) 
at i 2 

inponiendo las condiciones dadas; en (7) y (8) se tiene: 
Cj = - 6 ; C 2 = 0 ( 9 ) 

(9) sustituyendo en (7) se tiene: s - 6(1 - cost) 

4. a = sen2t - s, s = 0, v = 0, * cuando t = 0 
Soluddn . 
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a = - j ~-= sen2t - s ~ -- + s = sen2t 

dt dt 2 

1* + s = 0 (1) 

dt 2 

=s> por el ejerdcio (3) la solucidn ccrrplementaria es: 

s = C,cost + CLsent ... (2) 

c 1 2 

2* El ntimero ± 2i no es raiz de la ecuacidn auxiliar par tan to la solu 

d6n particular serd: v *. 

s - = Pcos2t + Bsen2t ... (3) 

P 

derivando (3) se tiene: 

- 2^sen2t + 2Bcos2t 
at 

d 2 s t ■ ' 

= - 4Acos2t - 4Bsen2t ... (4) 

dt 2 

(3) y (4) sustituyendo en (1) tenemos : 

= - 3/cc62t - 3Bsen2t - sen2t 
igualando los coef icientes de la identidad se tiene: 

A= 0, B = - t- ..... (5) 

(5) sustituyendo en (3) se tiene: 

s ~ ~ ~ sen 2t (6) 

p 3 

3* surrando (2) y (6) se tiene: 

s = CjCost + C 2 sent - j sen2t ... (7) 
derivando (7) 

v = = - c , sent + CL cost - \ cost ... (8) 

dt A 2 J 

inponiendo las condiciones dadas, en (7) y (8) se tiene: 
para C x = 0; C 2 =5 y .... (9) 

(9) sustituyendo en (7) se tiene: 

2 1 

s = y sent - — sen2t 

5. a = - 2v - 2s, s = 3, v = 3 cuando t = 0 

Solncndn. 
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(1) 



_ 2^-- 2s =*-^- + 2^-+2s=0 
at* • dt dt 2 dt 

la auxiliar auxiliar de (1) serS: 



r 2 + 2r + 2 = 0 



[r - (-1 + i)] (r - hi - 1)1 



- 1 + i 



r, = - 1 - 1 



-t it 
s = e .e 



-t -it 
e e 



s = e t oost 
s = e ^sent 



la solud6n general ser&: 



s = e t (C 1 cost + C 2 sent) 



(2) derivando (2) . 



derivando (2) . 

g|. = e”*Jc, (-sent - cost) + q (cost - sent)] (3) 

imporaendo las cx^ndiciones dad as # en (2} y (3) se tiene: 
para C } = 3; C 2 = 0 (4) 

(4) sustituyendo en (2) se tiene: s = 3e t cost 



6 . 



a * - nv; s 
Solucidn. 



0, v = n cuando t 



a = ■ 



d_s 

dt 2 



= - nv 



2<s ds 
2 n dt 



ds 

dt 



(1) 



la ecuacidn auxiliar de (1) es: 



r 2 + nr = 0 



r (r + n) 

r, = 0 * 

r ■ - n 



s = e° = 1 

-nt 



la soluci6n general serS: 



s = C 1 + C 2 e 



-nt 



( 2 ) 



derivando (2) 

V = 4—= - nC 2 e“ nt .... (3) 

sustituyendo las oordi clones dadas en (2) y (3) se tiene: 

C, + c 2 = 0 

=5. C = 1 ; C = - 1 (4) 

1 2 

- nC 2 = n 

- -nt 

(4) sustituyendo en (2) se tiene: s - 1 - e 
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v - 0 cuando t = 0 



a = 4 sent - 4s; s = 0 ; 

Solucridn. 

a — . = 4 sent — 4 s — > + 4s = 4 sent •••• (1) 

dt 2 dt 2 

1* — + 4s = 0 .... (2) 

dt 2 

la ecuacion auxiliar de ( 2 ) ser£: 
r 2 + 4=0 => (r - 2 i) (r + 2 i) = 0 

r = 2 i => s = e ^ => s = cos 2 t 

r = — 2 i -> s = e^ => s — sen 2 t 

i 

=> la solucidn carplementaria ser£: 

s = C cos2t + C ? sen2t .... (3) 

c l 

2 A El ntfnero ± i no es raiz de la ecuaddn auxiliar; por tan to la for- 
ma de la solucidn particular ser£ : 

s = /cost + Bsent ' (4) 

P 

derivando (3) se tiene: 



ip- = - Asent + Boost 
dt 

ss - /cost - Bsent (5) 

dt 2 

sustituyendo (4) y (5) en (1), se tiene: 

= 3 /cost + 3Bsent = 4 sent 



igualando los coeficientes de la identidad se tiene: 

para A = 0 ; B = j .... (6) 

(6) sustituyendo en (4) se tiene: 

s = 4 sent .... (7) 

P 3 

3°) sumando (3) y (7) se tiene la solucidn general. 



s 

9 



= C 1 cos2t + C 2 sen2t + j sent 



derivando (8) : 



( 8 ) 
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( 9 ) 



v = — = - 2C sen2t + 2C,cost + 4 cost ... . . 
dt 1 2 J 

inponiencfo las oondiciones dadas; en ( 8 ) y (9) se tendrS; para: 



c i = 0 



C 2 3 



( 10 ) 



( 10 ) reenplazando en ( 8 ); 



s = -j sent - sen2t 



a = - 2v - 5 S ; s = 1; v = 1, cuando t 
Scducidn 

= ^s = _ 2 ^§- - 5s =* — 
dt 2 dt • 

la ecuacidn auxiliar de (1) es: 



'a 



+ 2 4f -+ 5s = 0 (1) 

2 dt 



r ? + 2r + 5 = 0 =4» \r - (-1 + 2i)] [r - - 2i)] = 0 

para: = (-1 + 2i) = 



-t 2 i 
s = e e 



s = e t cos 2 t 



-t -2i . -t 

r = (-1 - 2i) =*> s = e e => s = e sen2t 



=> la solucl6n general es: 

s = e“ t (C 1 cos2t + C 2 sen2t) 
derivando (2) se tiene: 



( 2 ) 



ds 

dt 



e^jCj (-2sen2t - cos2t) + C 2 (2oos2t - sen2t>3 ... 



irrporderdo las ccndiciones dadas, en (2) y (3) se tendrd: 
para: C j = 1 ; C 2 = 1 (4) 



-t. 



(3) 



(4) sustituyendo en (2) se tiene: s — e (cos2t + son2t) 

Se dan: a = 8 - 4s; v = 0; s = 0 cuando t = 0; Demostrar que el mo- 
vimiento es una vibracidn armdnica simple cuyo centro es s = 2, su 
anplitud 2 y su periods tt. 

Solucidn . 



d 2 s 

dt 2 



= 8 - 4s 



d 2 s 

dt 2 



+' 4s = 8 



( 1 ) 
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... ( 2 ) 



la it~L + 4s. = 0 ... (2) 

dt 2 

del ejercicio (7) la solucion ocnp latent aria es: 

s = cos2t + C 2 sen2t .... (3) 

2 a El cero no es raiz de la ecuacidn auxiliar; por lo tanto la forma 
de la soluci 6 n particular serS: 



s = A 
P 



(4) 



derivando (3) : 



dS 

■dt =0 ; 



d 2 s 

dt 2 



= 0 



(5) 



sustituyendo (4) y (5) en (1) tenemos para 



A = 2 



s = 2 

P 



(6) 



3 a sumardo ( 3 ) y ( 6 ) tenemos la solucidn general: 



S = C 1 cos2t + C 2 sen2t + 2 



(7) 



derivando (7) : 

„ ds 



V = 



dt 



- 2C 1 sen2t + 2C 2 cos2t 



(8) 



inponiendo las condiciones dadas, en (7) y ( 8 ) tendranos: 
para; c i = ~ 2; C 2 = 0 , y estos va lores sustituyendo en (7) se tie- 
ne s 

S = 2(1 - cos2t) (9) 

- — > ( 9 ) represents un movimiento arm 6 nico simple 

2tt 

el periodo es — - it seg . 

la axrplitud es: & +""o = 2 = /c 2 + 

10 . la acelerad 6 n de un punto material viene dado por la fSrmula: 

a = 5 00 s 2t 9s 

a) Si el punto parte del reposo en el origen, hallar su ecuacifin de 

movimiento. ' r? ^ v V - 

cCuSl es la mayor distancia del origen que el punto alcanza? 

b) Si el punto parte del origen con velocidad v = 6 , hailar su ecua 
ci 6 n de movimiento. 
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Ecuaciones Diferenciales Lineales 
de n-esimo Orde con Coeficientes 
Constante 

La solucion general de una ecuaci6n diferencial lineal hanogenea. 
ji- 1 .n-2 



-.n 

Ai +t , 

ax 11 1 dx " -1 



d v , d y 

p, -^(- + P2—^ + •••• + p n y = o 

dx 



( 1 ) 



donde: p^,i - 1,2,3, 1.. n son constantes. 

si hacenos la sustitucidn: 

,n-l 



J^L= D n , 
n ' 



^-4-=D n " 1 

j u n-i 

dx dx 

n-1 



D 

dx 



eP, D n D, se dencminard oper adores diferenciales 



Entonces (1) se transforms en: 



(D n + Pl 



rf 1-1 + PjD 0-2 + ..... 
n . _ ,n-l . ,n-2 



+ p n )y = o 



+ un polinanio 



P n y se llamard operador diferen- 



Sea p(X) = X + p X 11 + p X 

1 2 

Calculemos el polinanio dado en: X = D 

=» p(D) = D n + p D n_1 + p Xp~ 2 + + 

1 2 

cial asociado a (1) . 

Sean r ,r ,... r^, raices distintas de p(X), c/u repitidndose 

k ,k , .... k veces respectivamente . 

1 2 n k 

p (X ) = (X - r^ ) kl (X - r^ ) k * .... (X - r^) n , y para el polinanio aso - 

ciado serd : 

p(p5 = (D - r ) kl (D - r, ) kz ... (D - r ) n y = 0 
i 2 n - 1 

se pueden presentar los siguientes casos: 



a) r^ ,r 2 , . . . . r^ son reales y distintas, en este caso el sistana fundamen- 
tal de soluciones de (1) serS de la forma: 



r x r 2 x 
e i , e , 



./ e 



, r n x 



y la solucidn general serd 



y g = Cl e 



+ C 2 e 



+ ... + C e n" 
n 



b) las raices de p(X) sen reales, pero algunas de el las multiples 

asi: r = r = .... = r, = r 

12 k 
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=» r es una ralz k mfiltiple de p (X ) , mientras que las n-k raices di: 
tintas. 

En este caso el sistema fundamental de soluciones es de la forma: 
rx rx 2 rx k-1 ri, + ix £L+i x „ r n x 

y la solucidn general es: 



.k-1 rx 



y^ = Cje ri * + C 2 xe r,x + C 3 x 2 e rx + ... + + C^e k+1 + 

C e rnx 



n 



c) algunas de las raices de p(X) son imaginarias. 

PKCBIB4AS 

Hallar la solucidn general de c/u de las siguientes ecuaciones diferenciales 
1- dx 3 ^ 

=*• X(X 2 + 4) = X(X + 2i) (X - Xi) 



2 . 



£*•+ 4-^ = 0 

dx 3 ^ 

p(X) = X 3 + 4X = 0 



=> P(D) = D{D + 2i) (D - 2i) = (D - 0) (D + 21) (D - 21) * 0 
=> (D - 0); da ccmo soluzifin eP* = 1 ' 

(D + 21) = e _2i , (D - 21) = e 21 

=> i (e 23 + e 23 ) = cos 2x ; (e 23 - e ^ 3 ) = sen2x 

donde 1, dbs2x, sen2x constituye el sistema fundamental de soluciones 
=> la solucidn general serS: 

y^ = Cj + Cl, oos2x + C 3 sen2x 

0 

dx 5 * ■ f* 

Solucidn. 

P(X) = X s — X = 0 

=> P(X) = x(x" - 1) = X (X - 1) (X + 1) (X + 1) (X - i) 

=t> p(D) = D(D - 1) (D + 1) (D + i) (D - 1) = 0 
(D - 0) da oomo solucifin e =1 
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(D - 


1) 


da coiro soluci/Sn 


X 

e 






da ccmo solucidn 


-x 


(D + 


1) 


e 


(D + 


i) 


da ccmo solucidn 


cosx 


(D - 


i) 


da oomo solucidn 


senx 



=s> la soluci6n general es: 

y = C, + qe* + C,e" X + C„cosx + C 5 senx 

9-g.- 0 

Av 3 dx 2 



4. 



dx* dx 3 dx 2 
Solucifin. 

P(X) = x* - X 3 + 9X 2 - 9X = 0 

_ x (X 3 - X 2 + 9X - 9) = X (X - 1) (X + 3i) (X - 3i) 

P(X) = X (X - 1) (X + 3i) (X - 3i) 
p(D) = D(D - 1) (D + 3iXP - 3i) = 0 

se tiene las ralces: 0,1, 3i, -3i que nos dan el siguiente slstana 
fundattental de soluciones : 1, e*, cos 3x, sen 3x 

=> la solucifin general es: 

y = Cj + C e x + CjOOs3x + C^sertfx 

d 3 x 6 d 2 x + U dx ^ 8x , o 
dt 3 dt 2 dt 

Soludfin: 

p(X) = X 3 + 6X 2 + 12X + 8 = 0 
p (X) = (X + 2) (X + 2) 2 = (X + 2) 3 

=> P(D>' - (D + 2) (D + 2) 2 = (D + 2} 3 = 0 

las ralces son: -2,-2, -2 

El slstena fundamental de soluciones es: e , te , t 2 e 



y la solucifin general es: 



x = C e _t + C te -t + C t 2 e _t = e t (C i + C 2 t + C 3 t 2 ) 

Cf 1 z 5 



5. 
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Solucidn. 

En primer lugar hallarros la solucicn cxxrplementaria de la ecuaci6n 
diferencial lineal hcrrog^nea es decir de: 

^_-s=0 

dt* 

=s> P (X) = X* - 1 = 0 

p (X) = (X + 1) (X - 1) (X + i) (X - i) 

P (D) = (D + 1) (D - 1) (D + i) (D - i) =0 (2) 

las ralces son: 



la solucicn conplementaria s^ es: 
s_ = c^e t + C,e~ fc + C 3 cost + C^sent 



(3) 



“C 1 2 

2* El nfoero o no es ralz del polinomio asociado (2) ; entonoes la for- 
ma de la solucidn particular serS: 



s = Pt 3 + Bt 2 + Ct + D 
P 



(4) 



derivando se tiene: 



ds 

dt 

d 2 s 

dt 2 



= 3 At 3 + Bt + C 



* 6At + 2B 



-= 6A 



dt 3 
d"s __ 



dt" 



= 0 



(5) 



(3) y (4) sustituyendo en (1) 

-At 3 - Bt 2 -Ct-D=t 3 +3t 

igualando los aoeficientes de la misma potencia de t? se tendrS: 

A « - 1 ? B = 0 ? C = - 3; D = 0 (6) 

(5) sustituyendo en (3) . 

s = - t 3 - 3t (7) 

P 

3° Sunando (3) y (7) se tiene la solucidn general : 



S a = C : e + C * 



s _t + C,cost + C sent - t 3 - 3t 
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6 . 



dV 4.&-2JC* ..... 



dx ' 



dx 



( 1 ) 



1« -li- - 4-^= 0 .... (2) 

dx 3 631 

— > p (A) = A 3 - 4A = A (A 2 - 4) = X (X + 2) (X r 2) =0 
=*> P (D) = D(D + 2) (D - 2) =0 .... (3) v 

las ralces son: 0; -2, 2, gue nos dan el siguienta sistena fundamental 

. _ . - -2x 2x 

de soluciones 1; e ; e . 



la soluci6n carplementaria es: 



y - C + C e 
J c 1 2 



4x 



+ C„e 



-2x 



(4) 



2* El ntinero 0 es ralz de (3) de orden 1 par lo tanto la forma de la 
solucidn particular ser5: 



x(Ax 2 + Bx + C) = Ax 3 + Bx 2 + Oc 



(5) 



derivando (5) : 



3Ax 2 + 2Bx + C 
dx 



( 6 ) 



d 2 y 

dx 2 



= 6Ax + 2B 



(7) 



5V = 6A 

dx 3 

sustituyendo (6) y (7) en (1) se tiene: 



- 127k 2 - 8Bx - 4C + 6A= 2x 2 

igu alando los ooeficientes de la misma potencia de x tendremos: 



A=-| I B=0 

(8) sustituyendo en (5) 
y s - ~ x 3 - x 

3 A surando (4) y (9) tendrenos la solucidn general. 

y q =C 1 +C 2 e 2x + C 3 e- 2 x -|x 3 -ix 



C = - t (8) 

4 



(9) 
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(i) 



d 2 y 

dx 2 



3 2y = xe 

dx 



3x 



1* $- 2 - - 3 + 2y = 0 

dx 2 dx * 

p(A) = A 2 - 3A + 2 = (A - 2) (A - 1) = 0 
=> p (D) = (D - 2) (D - 1) = 0 .... (2) 

las ralces son: 2; 1 y nos dan el siguiente sistema fundamental de so 

2x x 
lucicnes: e - e . 



la solucidn camp lanent aria es ; 

v ^ 9 v 

y = C e + C,e 

J c i 2 



(3) 



2 A El ntimero 0 no es ralz de (2) , por lo tanto la forma de la solucidn 
particular es: 

.... (4) 



y = (Ax + B)e 

P 



3x 



derivando (4) : 



A(3x.e 3x + e 3x ) + 3Be 3x 
dx 



dx 2 



A(9xe 3x + 2e 3x ) + 98e 3x 



(5) 

( 6 ) 



(4) , (5); (6) sustituyendo en (1). 

2flxe 3x - (3A + 2B)e 3x = xe 3x 

igualando los coefidentes de la identidad se tiene 
13 

para A = y ? B = - — .... (7) 

(7) sustituyendo en (4) : 

,1 3. 3x /ox 

y p = % X " 4 )S <8) 

3* snrando (3) y (8) 

y =C 1 e x + C 2 e 2x + (ix- J)e 3x . 
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